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第三讲第三讲第三讲第三讲 分数阶微分方程基本理论分数阶微分方程基本理论分数阶微分方程基本理论分数阶微分方程基本理论

一、一、一、一、 分数阶微分方程的出现背景及研究现状分数阶微分方程的出现背景及研究现状分数阶微分方程的出现背景及研究现状分数阶微分方程的出现背景及研究现状

1111、出现背景、出现背景、出现背景、出现背景

分数阶微积分是关于任意阶微分和积分的理论，它与整数阶微积分是统一
的，是整数阶微积分的推广。

整数阶微积分作为描述经典物理及相关学科理论的解析数学工具已为人们

普遍接受，很多问题的数学模型最终都可以归结为整数阶微分方程的定解问题，

其无论在理论分析还是数值求解方面都已有较完善的理论。但当人们进入到复杂

系统和复杂现象的研究时，经典整数阶微积分方程对这些系统的描述将遇到以下
问题：

（1） 需要构造非线性方程，并引入一些人为的经验参数和与实际不符的假

设条件；

（2） 因材料或外界条件的微小改变就需要构造新的模型；

（3） 这些非线性模型无论是理论求解还是数值求解都非常繁琐。
基于以上原因，人们迫切期待着有一种可用的数学工具和可依据的基本原理

来对这些复杂系统进行建模。分数阶微积分方程非常适合于刻画具有记忆和遗传

性质的材料和过程，其对复杂系统的描述具有建模简单、参数物理意义清楚、描

述准确等优势，因而成为复杂力学与物理过程数学建模的重要工具之一。

2222、研究现状、研究现状、研究现状、研究现状

在近三个世纪里，对分数阶微积分理论的研究主要在数学的纯理论领域里进

行，似乎它只对数学家们有用。然而在近几十年来，分数阶微分方程越来越多的

被用来描述光学和热学系统、流变学及材料和力学系统、信号处理和系统识别、

控制和机器人及其他应用领域中的问题。分数阶微积分理论也受到越来越多的国
内外学者的广泛关注，特别是从实际问题抽象出来的分数阶微分方程成为很多数

学工作者的研究热点。随着分数阶微分方程在越来越多的科学领域里出现，无论

对分数阶微分方程的理论分析还是数值计算的研究都显得尤为迫切。然而由于分

数阶微分是拟微分算子，它的保记忆性（非局部性）对现实问题进行了优美刻画

的同时，也给我们的分析和计算造成很大困难。
在理论研究方面，几乎所有结果全都假定了满足李氏条件，而且证明方法也

和经典微积分方程一样，换句话说，这些工作基本上可以说只是经典微积分方程

理论的一个延拓。对分数阶微分方程的定性分析很少有系统性的结果，大多只是

给出了一些非常特殊的方程的求解，且常用的求解方法都是具有局限性的。

在数值求解方面，现有分数阶方程数值算法还很不成熟，主要表现为：
（1）在数值计算中一些挑战性难题仍未得到彻底解决，如长时间历程的计

算和大空间域的计算等；

（2）成熟的数值算法比较少，现在研究较多的算法主要集中在有限差分方

法与有限单元法；

（3）未形成成熟的数值计算软件，严重滞后于应用的需要。



鉴于此，发展新数值算法，特别是在保证计算可靠性和精度的前提下，提高

计算效率，解决分数阶微分方程计算量和存储量过大的难点问题，发展相应的计

算力学应用软件成为迫切需要关注的课题。

二、二、二、二、 预备知识预备知识预备知识预备知识

1111、、、、 分数阶微积分经典定义回顾分数阶微积分经典定义回顾分数阶微积分经典定义回顾分数阶微积分经典定义回顾

作为分数阶微积分方程的基础，本书在第二章中对分数阶微积分的定义及性
质做了系统的介绍，为了接下来讨论的需要，我们首先对其进行一个简要的回顾。

（（（（1111）分数阶微积分的主要思想）分数阶微积分的主要思想）分数阶微积分的主要思想）分数阶微积分的主要思想

如上图所示，分数阶微积分的主要思想是推广经典的整数阶微积分，从而将

微积分的概念延拓到整个实数轴，甚至是整个复平面。但由于延拓的方法多种多

样，因而根据不同的需求人们给出了分数阶微积分的不同定义方式。然而这些定

义方式不仅只能针对某些特定条件下的函数给出，而且只能满足人们的某些特定

需求，迄今为止，人们仍然没能给出分数阶微积分的一个统一的定义, 这对分数
阶微积分的研究与应用造成了一定的困难。

（（（（2222）几种经典的分数阶微积分定义）几种经典的分数阶微积分定义）几种经典的分数阶微积分定义）几种经典的分数阶微积分定义

下面我们试图从理论依据、定义域、表达式和优缺点几个方面给出常见的四

种分数阶微积分定义的比较图。

依据1：整数阶微分的差分定义
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依据2：整数阶积分的柯西公式
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Caputo分数阶微积分定义：
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从上图我们看到，在分数阶微积分的发展过程中，人们根据不同的需求，从

不同角度给出了分数阶微积分的定义，但这些定义无论从对象上还是从表达式上

都无法实现统一，它们之间的关系大致可以用下图来表示。



注：注：注：注：
条件 1： ( )f t 在 [ , ]a b 上逐段连续，且在任何有限子区间上可积；

条件 2： ( )f t 在 [ , ]a b 上具有 [ ] 1p + 阶连续导数；

条件 3： ( )( ) 0kf a = ， 1,2, ,[ ]k p= ⋯ ；

条件 4： ( ) 0f t = ， t a< 。

由上图我们可以看到，对于不同的分数阶微积分定义方式有着不同定义域，
即便是在公共区域内，不同的定义方式之间也无法实现完全的统一，这对分数阶

微积分的应用和研究造成了一定的困难，因此人们迫切期望着分数阶微积分的一

种哪怕是形式上的统一定义方式。

2222、、、、 M-RM-RM-RM-R序列分数阶微分的定义序列分数阶微分的定义序列分数阶微分的定义序列分数阶微分的定义

为了满足实际需要，下面我们试图从形式上对分数阶微积分给出一种统一的

表达式。

分数阶微积分的主要思想是推广经典的累次微积分，所有推广方法的共同目

标是以非整数参数 p取代经典微积分符号中的整数参数n，即：
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实际上，任意的n阶微分都可以看成是一列一阶微分的叠加：
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（1）

由此，我们可以给出一种在很多实际应用中十分重要的分数阶微积分的推广方

式。首先，我们假设已有一种合适的推广方式来将一阶微分推广为α（ 0 1α≤ ≤ ）

阶微分，即
d D
dt

α→ 是可实现的。那么类似地可得到（1）的推广式为：

( ) ( )n

n

D f t D D D f tα α α α= ⋯����� （2）

这种推广方式最初是由 . .K S Miller 和 .B Ross 提出来的，其中 Dα 采用的是



R L− 分数阶微分定义，他们称之为序列分数阶微分。序列分数阶微分的其他形

式可以通过将Dα替换为G L− 分数阶微分、Caputo分数阶微分或其他任意形式

分数阶微分来得到。

进一步，如果我们将（2）中的分数阶微分Dα 替换为不同阶数的分数阶微分

可得到序列分数阶微分更一般的表达式：

1 2( ) ( )nD f t D D D f tαα αα = ⋯ （3）

1 2 nα α α α= + + +⋯

根据问题的需要，Dα可以是 R L− 分数阶微分、G L− 分数阶微分、Caputo
分数阶微分或其他任意形式的分数阶微分，从这一点看来，我们可以说序列分数

阶微分从形式上给出了分数阶微积分在时域上的一个统一表达式， R L− 分数阶

微分、G L− 分数阶微分和Caputo分数阶微分都只是序列分数阶微分的一种特殊

情况。故而，下面我们在对分数阶微积分方程进行理论分析的时候可以仅仅针对

序列分数阶微积分来给出结论。

3333、、、、M-RM-RM-RM-R序列分数阶微分的序列分数阶微分的序列分数阶微分的序列分数阶微分的 LaplaceLaplaceLaplaceLaplace变换变换变换变换

下面我们考虑如下形式的序列分数阶微分的 Laplace 变换。
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在 R-L 分数阶微分定义下有：
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注：虽然上述序列分数阶微分的注：虽然上述序列分数阶微分的注：虽然上述序列分数阶微分的注：虽然上述序列分数阶微分的 LaplaceLaplaceLaplaceLaplace变换是在变换是在变换是在变换是在 R-LR-LR-LR-L分数阶微分定义下进行分数阶微分定义下进行分数阶微分定义下进行分数阶微分定义下进行

证明的，但是该结论对其他几种分数阶微积分也是成立的。证明的，但是该结论对其他几种分数阶微积分也是成立的。证明的，但是该结论对其他几种分数阶微积分也是成立的。证明的，但是该结论对其他几种分数阶微积分也是成立的。

4444、泛函理论基础、泛函理论基础、泛函理论基础、泛函理论基础

定理定理定理定理1111（（（（SchauderSchauderSchauderSchauder不动点定理）不动点定理）不动点定理）不动点定理）

设U是 Banach空间 X 的有界闭子集，如果 :T U U→ 是连续映射，那么T 在

U中存在不动点，即使得 Tx x= 的点存在。
定义定义定义定义1111（（（（LipschitzLipschitzLipschitzLipschitz条件）条件）条件）条件）

设 ,X d 是距离空间， T 是从 X 到 X 的映射，如果存在常数 0q > ，使得对

所有的 ,x y X∈ ，



( , ) ( , )d Tx Ty qd x y≤

则称T 满足 Lispschitz 条件，q成为T 的 Lispschitz 常数。

特别的，如果 1q < ，则T 称为压缩映射。
定理定理定理定理2222（（（（ BanachBanachBanachBanach压缩映像原理）压缩映像原理）压缩映像原理）压缩映像原理）

设 ,X d 是距离空间， :T X X→ 是压缩映射，则 T在 X中恰有一个不动点。

设这个不动点为 x ，则对任何初始点 0x X∈ ，逐次迭代点列 1n nx Tx+ = ， 1,2,n = ⋯
收敛于 x ，且关于收敛速度有如下估计式：

1
0 0( , ) (1 ) ( , )n

nd x x q q d Tx x−≤ −
其中， q是 T的 Lipschitz常数。

三、三、三、三、 解的存在唯一性理论解的存在唯一性理论解的存在唯一性理论解的存在唯一性理论

近年来，分数阶微分方程已经在国内外引起极大的研究兴趣，尤其是关于其

解的性质的研究，诸如存在性及唯一性等，其中大多数的研究方法是通过把分数
阶初值问题转换成等价的分数阶积分方程,然后运用不动点定理来得到分数阶初

值问题解的存在唯一性结果。已有研究结果主要有以下限制：

（1） 函数的定义区间为有限区间 [ , ]a b ；

（2） 函数在定义域上需满足 Lipschitz条件；

因此，目前人们在这方面所做的工作都是希望设法在放宽上述两个限制条件

后给出分数阶微积分方程的解的存在唯一性定理。

下面我们对分数阶微分方程初值问题的现有理论结果作一个简单的介绍，相

应的结论都是针对定义在有限区间 [0, ]T 上的 M-R 序列分数阶微分形式，在满足

Lipschitz 条件下给出的，当然，由前面的介绍可知，这些结论也可直接推广到其

他分数阶微分形式。

1111、、、、 线性分数阶微分方程解的存在唯一性定理线性分数阶微分方程解的存在唯一性定理线性分数阶微分方程解的存在唯一性定理线性分数阶微分方程解的存在唯一性定理

考虑如下形式的初值问题：
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第一步：假设第一步：假设第一步：假设第一步：假设 ( ) 0 , ( 1, 2, , )kp t k n≡ = ⋯ ，考虑由此得到的退化问题解的存在唯一，考虑由此得到的退化问题解的存在唯一，考虑由此得到的退化问题解的存在唯一，考虑由此得到的退化问题解的存在唯一

性。性。性。性。

定理定理定理定理1111 如果如果如果如果 1( ) (0, )f t L T∈ ，则方程，则方程，则方程，则方程

0 ( ) ( )n
tD y t f tσ = （12）

有满足初值条件（有满足初值条件（有满足初值条件（有满足初值条件（10101010）的唯一解）的唯一解）的唯一解）的唯一解 1( ) (0, )y t L T∈ 。。。。

定理的证明过程如下：

步骤一 通过 Laplace 变换证明解的存在性；



下面我们设法构造一个待求解问题解，对式（12）做 Laplace 变换可得：
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其中， ( )Y s 、 ( )F s 分别是 ( )y t 、 ( )f t 的 Laplace 变换。利用初值条件（10）可

得：
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对上式做 Laplace 逆变换可得：
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步骤二 由分数阶微分的线性性和 Laplace 变换的性质证明唯一性。

假设有存在两个满足上述初值问题的解 1( )y t 、 2( )y t

令 1 2( ) ( ) ( )z t y t y t= − ，有分数阶微分方程的线性性可得：
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n

k

t

t t k

D z t
D y t b k n

σ

σ −
=

⎧ =⎪
⎨

= =⎪⎩ ⋯ （16）

从而有

( ) 0Z s = （17）

由 Laplace 变换的性质可知： ( ) 0z t = 在 (0, )T 上几乎处处成立。

故原方程的解在 1(0, )L T 上唯一。

注：上述证明过程中用到的注：上述证明过程中用到的注：上述证明过程中用到的注：上述证明过程中用到的 LaplaceLaplaceLaplaceLaplace变换法是一种常用的分数阶微分方程求解变换法是一种常用的分数阶微分方程求解变换法是一种常用的分数阶微分方程求解变换法是一种常用的分数阶微分方程求解

方法，该方法步骤简单，适用范围较广，在实际中有着重要应用，后面将对其方法，该方法步骤简单，适用范围较广，在实际中有着重要应用，后面将对其方法，该方法步骤简单，适用范围较广，在实际中有着重要应用，后面将对其方法，该方法步骤简单，适用范围较广，在实际中有着重要应用，后面将对其

进行详细介绍。进行详细介绍。进行详细介绍。进行详细介绍。

第二步：运用第一步的结论证明原初值问题解的存在唯一性。第二步：运用第一步的结论证明原初值问题解的存在唯一性。第二步：运用第一步的结论证明原初值问题解的存在唯一性。第二步：运用第一步的结论证明原初值问题解的存在唯一性。

定理定理定理定理2222 如果如果如果如果 1( ) (0, )f t L T∈ 且且且且 ( )( 1, 2, , )jp t j n= ⋯ 是是是是[0, ]T 上的连续函数上的连续函数上的连续函数上的连续函数，，，，则初值问则初值问则初值问则初值问

题（题（题（题（9999））））————（（（（10101010）有唯一解）有唯一解）有唯一解）有唯一解 1( ) (0, )y t L T∈ 。。。。

定理的证明过程如下：

步骤一 化微分方程为积分方程

假设原方程有解 ( )y t 并记 0 ( ) ( )n
tD y t tσ ϕ= ，那么运用定理 1可得：

1
1

10

1
( ) ( ) ( )

( ) ( )

i
n

t n

i
in i

t
y t t t dt b

σ
στ ϕ

σ σ

−
−

=

= − +
Γ Γ∑∫ （18）



将上式代入到原微分方程表达式（9）可得：

0

( ) ( , ) ( ) ( )
t

t K t dt g tϕ τ ϕ τ+ =∫ （19）

其中

1 11

( )
1

( ) ( )( , ) ( )
( ) ( )

n n kn

n t n k
kn n k

t tK t p p t
σ σ στ ττ

σ σ σ

− − −−

−
=

− −
= +

Γ Γ −∑ （20）

1 11

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

i i kn n n

n i n k i
i k i ki i k

t tg t f t p t b p t b
σ σ σ

σ σ σ

− − −−

−
= = = +

= − −
Γ Γ −∑ ∑ ∑ （21）

步骤二 证明变换后的积分方程有唯一解

用不动点定理易证结论成立。

步骤三 说明原微分方程有唯一解
由定理 1易得。

2222、、、、 一般形式的分数阶微分方程的存在唯一性定理一般形式的分数阶微分方程的存在唯一性定理一般形式的分数阶微分方程的存在唯一性定理一般形式的分数阶微分方程的存在唯一性定理

考虑如下形式的微分方程：

0 ( ) ( , )n
tD y t f t yσ = （22）

1
0 0[ ( )]k

t t kD y t bσ −
= = ， 1,2, ,k n= ⋯ （23）

其中， ( , )f t y 的定义域为平面 ( , )t y 上的一个子区域G，且存在 G上的子区域

( , )R h K 满足：

0 t h< < ，
1

11

1

( )
( )

in

i
i i

t
t y t b K

σ σ
σ

σ

−
−

=

− ≤
Γ∑ （24）

定理定理定理定理3333 设设设设 ( , )f t y 为为为为G上的连续实值函数，且在上的连续实值函数，且在上的连续实值函数，且在上的连续实值函数，且在G上关于上关于上关于上关于 y满足满足满足满足 Lipschitz条件，条件，条件，条件，

即即即即

1 2 1 2( , ) ( , )f t y f t y A y y− ≤ − （25）

从而从而从而从而

( , )f t y M≤ < ∞，对任意，对任意，对任意，对任意 ( , )t y G∈ 且且且且
1 1

(1 )

n

n

MhK
σ σ

σ

− +

≥
Γ +

那么，方程（那么，方程（那么，方程（那么，方程（22222222））））————（（（（23232323）在）在）在）在区域区域区域区域 ( , )R h k 有唯一的连续解。有唯一的连续解。有唯一的连续解。有唯一的连续解。

定理的证明过程如下：

步骤一 化微分方程为等价积分方程；

对方程（22）按 nDα , 1nDα − ，⋯， 1Dα 逐次进行分部积分可得：



1 1

1 0

1
( ) ( ) ( , ( , ( )))

( ) ( )
i n

tn
i

i i n

b
y t t t f f y dσ στ τ τ τ τ

σ σ
− −

=

= + −
Γ Γ∑ ∫ （26）

步骤二 证明上述等价积分方程解的存在性；

构造函数序列 0( )y t ， 1( )y t ， 2( )y t ，⋯ 如下：

1
0

1

( )
( )

i

n
i

i i

by t tσ
σ

−

=

=
Γ∑ （27）

1 1
1

1 0

1( ) ( ) ( , ( ))
( ) ( )

i n

tn
i

m m
i i i

by t t t f y dσ στ τ τ τ
σ σ

− −
−

=

= + −
Γ Γ∑ ∫ （28）

首先，我们可以证明对任意的0 t h< ≤ 及任意的m有 ( ) ( , )my t R h k∈ 。

1 1
1

1 1

1
11

1
1 0

1 1

( ) ( ) ( , ( ))
( ) ( )

(1 ) (1 )

i
n

n n

tn

m i m
i i n

n n

t tt y t b t f y d

Mt Mh K

σ σ σ
σσ

σ σ σ σ

τ τ τ τ
σ σ

σ σ

− −
−−

−
−

− + − +

− = −
Γ Γ

≤ ≤ ≤
Γ + Γ +

∑ ∫
（29）

进一步，我们可由数学归纳法证明，对任意的m有下式成立：

1

1( ) ( )
(1 )

nmm

m m
n

MA ty t y t
m

σ

σ

−

−− ≤
Γ +

（30）

证明过程如下：
在式（29）中令 1m = 可得：

1 0( ) ( )
(1 )

n

n

Mty t y t
σ

σ
− ≤

Γ +
（31）

假设当m k= 时，式（30）成立，即下式成立:

1

1( ) ( )
(1 )

nkk

k k
n

MA ty t y t
k

σ

σ

−

−− ≤
Γ +

（32）

那么，当 1m k= + 时有：

1 1
0

1

0

0

( 1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 ( )
(1 ) ( )

(1 )

(1 )
(1 ) (1 )

(1 ( 1) )

n

n n

n n

n n

n

t

k k k k
n

tk
k

n n

k
k

t
n

kk
n

n n n
kk

n

Ay t y t t y y d

MA t d
k

MA D t
k

MA k t
k k

MA t
k

σ

σ σ

σ σ

σ σ

σ

τ τ τ τ
σ

τ τ τ
σ σ

σ

σ
σ σ σ

σ

+ −

−

−

+

+

− ≤ − −
Γ

≤ −
Γ + Γ

≤
Γ +

Γ +≤
Γ + Γ + +

≤
Γ + +

∫

∫
（33）



从而由归纳法可知，对任意的m，式（30）成立。

进而，有
1

{ }
(1 )

nmm

n

MA t
m

σ

σ

−

Γ +
的收敛性可知，函数序列{ ( )}my t 收敛。

令 ( ) lim ( )mm
y t y t

→∞
= ，易证 ( )y t 是等价积分方程（26）的解，也即是原微分方程（22）

的解。

步骤三 证明上述等价积分方程解的唯一性；

假设 ( )y t̃ 也是等价积分方程（26）的解，令 ( ) ( ) ( )z t y t y t= − ̃ ，有：

1

0

1
( ) ( ) ( , ( ))

( )
n

t

n

z t t f z dστ τ τ τ
σ

−= −
Γ ∫ （34）

由 ( )z t 的连续性可知，存在常数 B，使得对任意的 0 t h≤ ≤ ， ( )z t B< 。

利用式（34）可得：

( ) , (0 )
(1 )

n

n

ABtz t t h
σ

σ
≤ ≤ ≤
Γ +

（35）

将该估计过程重复 j次可得：

( ) , 1, 2,
(1 )

njj

n

A Btz t j
σ

σ
≤ =
Γ +

⋯ （36）

又

0
(1 )lim

njj

j n

A Bt σ

σ→∞

→
Γ +

故 ( ) 0, (0 )z t t h≡ ≤ ≤ ，也即 ( ) ( ), (0 )y t y t t h≡ ≤ ≤̃ 。

注：有上面的介绍可知，整个线性分数阶微积分方程解的存在唯一性理论的证注：有上面的介绍可知，整个线性分数阶微积分方程解的存在唯一性理论的证注：有上面的介绍可知，整个线性分数阶微积分方程解的存在唯一性理论的证注：有上面的介绍可知，整个线性分数阶微积分方程解的存在唯一性理论的证

明过程都是建立在不动点理论的基础上的，使得我们必须将讨论范围限制在有明过程都是建立在不动点理论的基础上的，使得我们必须将讨论范围限制在有明过程都是建立在不动点理论的基础上的，使得我们必须将讨论范围限制在有明过程都是建立在不动点理论的基础上的，使得我们必须将讨论范围限制在有

限区间内的满足限区间内的满足限区间内的满足限区间内的满足 LipschitzLipschitzLipschitzLipschitz条件的函数上，如何打破这个限制是一个值得思考条件的函数上，如何打破这个限制是一个值得思考条件的函数上，如何打破这个限制是一个值得思考条件的函数上，如何打破这个限制是一个值得思考

的问题。在某些情况下，定理的问题。在某些情况下，定理的问题。在某些情况下，定理的问题。在某些情况下，定理 3333可直接作为分数阶微分方程的求解方法，通常可直接作为分数阶微分方程的求解方法，通常可直接作为分数阶微分方程的求解方法，通常可直接作为分数阶微分方程的求解方法，通常
称之为存在唯一性解法。称之为存在唯一性解法。称之为存在唯一性解法。称之为存在唯一性解法。

由上面的介绍，我们可将分数阶微积分方程存在唯一性理论及其所面临的问

题描述如下：



线性分数阶微积分的方程存在唯一性理论 非线性分数阶微积分的方程存在唯一性理论

分数阶微积分方程的存在唯一性理论

理论基础：Laplace变换法、不动点原理 理论基础：等价积分方程、不动点原理

限制条件：（1）有限区间
(2)          即    绝对可积 1( ) (0, )f t L T∈ ( )f t

 [0, ]T 限制条件：（1）有限区间
（2）     条件

 [0, ]T
 Lipschitz

？打破限制条件

？修改现有理论基础

3333、、、、 分数阶微分方程初值问题解的依赖性分数阶微分方程初值问题解的依赖性分数阶微分方程初值问题解的依赖性分数阶微分方程初值问题解的依赖性

下面我们来考察初值条件的微小变化将对方程的解造成怎样的影响，为此，

我们在初值条件中引入一个微小的改变量。

1
0 0[ ( )]k

t t k kD y t bσ δ−
= = + ， 1,2, ,k n= ⋯ （37）

其中 ( 1, 2, , )k k nδ = ⋯ 为任意常数。

定理定理定理定理 4444 设设设设 ( )y t 是初值问题（是初值问题（是初值问题（是初值问题（22222222））））————（（（（23232323）的解，）的解，）的解，）的解， ( )y t̃ 是初值问题（是初值问题（是初值问题（是初值问题（22222222））））、、、、（（（（37373737））））

的解，那么对任意的的解，那么对任意的的解，那么对任意的的解，那么对任意的 (0, ]t h∈ 有：有：有：有：

1
,

1

( ) ( ) ( )i

n i

n

i n
i

y t y t t E Atσ σ
σ σδ −

=

− ≤∑̃ （（（（38383838））））

其中其中其中其中 ,n i
Eσ σ 为为为为M L− 函数。函数。函数。函数。

证明：

步骤一 用定理3的方式构造两组函数序列 0( )y t ， 1( )y t ， 2( )y t ，⋯和 0( )y t̃ ， 1( )y t̃ ，

2( )y t̃ ，⋯使得 ( ) lim ( )mm
y t y t

→∞
= ， ( ) lim ( )mm

y t y t
→∞

=̃ ̃ 。

步骤二 由数学归纳法容易证明

1

1 0

( ) ( )
( )

n
i

kkn m

m m i
i k n i

A ty t y t t
k

σ
σδ

σ σ
−

= =

− ≤
Γ +∑ ∑̃ （39）

步骤三 对上式两端取极限m→ ∞可得：

1

1 0

1
,

1

( ) ( )
( )

( )

n
i

i n
n i

kkn m

i
i k n i
n

i
i

A ty t y t t
k

t E At

σ
σ

σ σ
σ σ

δ
σ σ

δ

−

= =

−

=

− ≤
Γ +

=

∑ ∑

∑

̃
（40）



四、四、四、四、 LaplaceLaplaceLaplaceLaplace变换求解法变换求解法变换求解法变换求解法

随着分数阶微分方程在工程应用中出现得越来越频繁，给出分数阶微分方程

的有效而简便的求解方法便显得越来越重要，然而现有的求解方法都有着各种各
样的缺陷。下面我们介绍一种基于 Laplace 变换的分数阶微分方程求解方法，该

方法简单、直观，适用于常系数线性分数阶微分方程的求解。

1111、、、、 LaplaceLaplaceLaplaceLaplace变换求解法变换求解法变换求解法变换求解法

（（（（1111）））） LaplaceLaplaceLaplaceLaplace变换求解法的主要步骤变换求解法的主要步骤变换求解法的主要步骤变换求解法的主要步骤
步骤一：对原微分方程做 Laplace 变换，化微分方程为代数方程；

步骤二：求解该代数方程，得到原问题在变换域上的解；

步骤三：对该变化域上的解做 Laplace 逆变换得到原问题的时域解。

（（（（2222）））） LaplaceLaplaceLaplaceLaplace变换求解法的应用变换求解法的应用变换求解法的应用变换求解法的应用
下面我们通过两个例子来说明 Laplace 变换法的应用方法。

例 1 我们考虑用 Laplace 变换法对如下的非齐次标准分数阶微分方程的初值问

题进行求解。

0 ( ) ( ) ( )tD y t y t h tα λ− = ， ( 0)t > （41）

0 0[ ( )]k
t t kD y t bα−

= = ， ( 1,2, , )k n= ⋯ （42）

其中，

1n nα− < <
解：对方程（41）两端做 Laplace 变换，并利用初值条件（42）可得：

1

1

( ) ( ) ( )
n

k
k

k

s Y s Y s H s b sα λ −

=

− = +∑

从而

1

1

( )( )
kn

k
k

H s sY s b
s sα αλ λ

−

=

= +
− −∑ （43）

对式（31）做 Laplace 逆变换可得原微分方程的解为：

1
, 1 ,

1 0

( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )
tn

k
k k

k
y t b t E t t E t h dα α α α

α α α αλ τ λ τ τ τ− −
− +

=

= + − −∑ ∫ （44）

注：某些文献中也给出了该问题用迭代法进行求解的过程，虽然两种解法的结注：某些文献中也给出了该问题用迭代法进行求解的过程，虽然两种解法的结注：某些文献中也给出了该问题用迭代法进行求解的过程，虽然两种解法的结注：某些文献中也给出了该问题用迭代法进行求解的过程，虽然两种解法的结

果相同，但显然果相同，但显然果相同，但显然果相同，但显然LaplaceLaplaceLaplaceLaplace求解法更为直观、简便。求解法更为直观、简便。求解法更为直观、简便。求解法更为直观、简便。

例 2 下面我们考虑用 Laplace 变换法对序列分数阶微分方程的初值问题进行求

解。

2 1
0 0( ( )) ( ) ( )t tD D y t y t h tα α λ− = （45）

2 11
0 0 0 1[ ( ( ))]t t tD D y t bα α−

= = ， 1 1
0 0 2[ ( )]t tD y t bα −

= = （46）

解：对方程（45）两端做 Laplace 变换，并利用初值条件（46）可得：



1 2 2
2 1( ) ( ) ( )s Y s H s s b bα α αλ+ − = + −

从而

2

2 1

2 1( )( ) H s s b bY s
s

α

α α λ+

+ +
=

−
（47）

对式（35）做 Laplace 逆变换可得原微分方程的解为：

1
1

1 1 1
2 , 1 , ,

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )
t

y t b t E t b t E t t E t h dα α α α α α
α α α α α αλ λ τ λ τ τ τ− − −= + + − −∫ （48）

其中， 1 2α α α= + 。

注：对比上面两个初值问题容易看到他们在形式上非常相似，唯一的差别体现注：对比上面两个初值问题容易看到他们在形式上非常相似，唯一的差别体现注：对比上面两个初值问题容易看到他们在形式上非常相似，唯一的差别体现注：对比上面两个初值问题容易看到他们在形式上非常相似，唯一的差别体现

在一个是基于经典分数阶微积分定义的标准分数阶微分方程，一个是基于序列在一个是基于经典分数阶微积分定义的标准分数阶微分方程，一个是基于序列在一个是基于经典分数阶微积分定义的标准分数阶微分方程，一个是基于序列在一个是基于经典分数阶微积分定义的标准分数阶微分方程，一个是基于序列
分数阶微积分定义的序列分数阶微分方程，从而在初值地给法不一样。但我们分数阶微积分定义的序列分数阶微分方程，从而在初值地给法不一样。但我们分数阶微积分定义的序列分数阶微分方程，从而在初值地给法不一样。但我们分数阶微积分定义的序列分数阶微分方程，从而在初值地给法不一样。但我们

发现它们的解在表达式上也非常地相近，对比结果如下：发现它们的解在表达式上也非常地相近，对比结果如下：发现它们的解在表达式上也非常地相近，对比结果如下：发现它们的解在表达式上也非常地相近，对比结果如下：

 
1

, 1 ,
1 0

( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )
tn

k
k k

k
y t b t E t t E t h dα α α α

αα ααλ τ λ τ τ τ− −
− +

=

= + − −∑ ∫

令  1
,( ) ( )G t t E tα α
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通过上面的对比可以发现，对应的标准分数阶微分方程和序列分数阶微分通过上面的对比可以发现，对应的标准分数阶微分方程和序列分数阶微分通过上面的对比可以发现，对应的标准分数阶微分方程和序列分数阶微分通过上面的对比可以发现，对应的标准分数阶微分方程和序列分数阶微分

方程的解有一个共同点方程的解有一个共同点方程的解有一个共同点方程的解有一个共同点，，，，即它们具有同样的即它们具有同样的即它们具有同样的即它们具有同样的Green函数函数函数函数，，，，下面我们就下面我们就下面我们就下面我们就Green展开展开展开展开
讨论。讨论。讨论。讨论。

2222、、、、 GreenGreenGreenGreen函数函数函数函数

考虑如下的初值问题：

0 ( ) ( )tL y t f t= ， 1
0 0[ ( )] 0k

t tD y tσ −
= = ， ( 1,2, , )k n= ⋯ （49）

其中
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t t k t n
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−

=

≡ + +∑

（（（（1111）））） 定义定义定义定义

若函数 ( , )G t τ 满足如下条件，则称其为方程（37）的Green函数：

1） ( , ) 0tLG tτ τ = 对任意的 (0, )tτ ∈ ；

2） 1
,lim( ( , ))k

t k nt
D G tσ

τ
τ

τ δ
−

−

→
= ， 0,1, ,k n= ⋯ （ ,k nδ 是 Kronecker delta 函数）；

3）
, 0
lim ( ( , )) 0k

tt
t

D G tσ
τ

τ
τ

τ
+→

<

= ， 0,1, ,k n= ⋯ 。



（（（（2222）））） 性质性质性质性质

1）
0

( ) ( , ) ( )
t

y t G t f dτ τ τ= ∫ 是方程（49）的解；

2）对常系数分数阶微分方程有： ( , ) ( )G t G tτ τ≡ − ；

3）对 ( , )G t τ 的适当微分可得到一组齐次方程（ ( ) 0f t ≡ ）的线性无关解。

下面我们利用Green函数的定义来证明上述三个性质。

证明 1）：计算 0 ( )k
tD y tσ 如下：
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 ,k nδ （ 定义2））

（50）

将上述等式所表示的 1
0 ( )tD y tσ ， 2

0 ( )tD y tσ ，⋯， 0 ( )n
tD y tσ 累加起来有:

 
0

0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
t

t tL y t LG t f d f t f tτ τ τ τ= + =∫
0（ 定义1））

（51）

证明 2）：由 Laplace 求解法可得。

证明 3）：第一步，取0 nλ σ< < ，令 0( ) ( )ty t D G tλ
λ = ，由交换律的条件及定义 3）

有：

0 0 0 0 0( ) ( ( )) ( ( )) 0t t t t tL y t L D G t D LG tλ λ
λ = = = （52）

故 ( )y tλ 是原齐次方程的解。

第二步，由结合律可知：

1 1
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−
=

=

= =
（53）

有上面的分析可知，对线性常系数分数阶微分方程的求解就转换为寻找该方
程的分数阶Green函数，有该Green函数便可直接写出该方程的解，解的具体表

达式如下：

1 0

( ) ( ) ( ) ( )
tn

k k
k

y t b t G t f dψ τ τ τ
=

= + −∑ ∫ （54）



1
0 0[ ( )]k

k t tb D y tσ −
==

0( ) ( )n k
k tt D G tσ σψ −=

下面我们给出寻找一般的线性常系数分数阶微分方程的Green函数的方法。

（（（（3333）））） 求法求法求法求法

对于常系数分数阶微分方程而言，我们可以通过对其做 Laplace变换来得到

相应的Green函数，下面我们通过一个例子来对其进行说明。

例 3 考虑如下的一阶常系数微分方程：

0 ( ) ( )ta D y t f tα = （55）

解：由于初值对Green函数无影响，因此我们对上式做 Laplace变换并忽略初值

部分可得：

( ) ( )as Y s F sα = （56）

从而

1( ) ( )Y s F s
asα

= （56）

故

1( )g s
asα

= （57）

对其做 Laplace 逆变换可得：

11( )
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tG s

a a

α−

=
Γ

（58）

注：对如下的n阶分数阶微分方程：
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（59）

假设 1 1 0n nβ β β β−> > > >⋯ 可得：
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（61）



五五五五 小结小结小结小结

有关分数阶微分方程的理论分析部分我们主要介绍了两方面的内容，一是

分数阶微分方程解的性质，一是分数阶微分方程的求解方法。由于对分数阶微分
方程的研究还不够成熟，因此对其所做出的理论分析还处于探索阶段。已有成果

多半是对经典微积分方程理论的简单推广，且只能覆盖部分特殊形式的分数阶微

分方程。现有的很多工作都是试图寻找新的理论方法，以打破现有的限制条件，

力求构建一套完善的分数阶微分方程理论。


