
 

导数的初步推广——分数阶导数的简介 

徐  杭 

08990217  数学与应用数学  综合理科 082 班 

指导教师：张    翼 

数理与信息工程学院 

 

【摘  要】分数阶导数已经在较多地方发挥重要作用。本文首先阐述了分数阶导数的研究现

状，然后通过对分数阶导数的几种不同定义, 进行分析与比较, 说明它们的一些联系。并举

出了一些实际应用分数阶导数的例子。 
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1. 引言 

 分数阶导数，简单来讲就是对整数阶导数理论的拓展。例如，我们一般对某个性质较好

的可导函数，可以求出它的一阶导数、二阶导数、 ……、 阶导数。那么我们是否可以对

函数求分数阶导数呢？比如

n
1

2
导数。再如某个函数不满足求导条件，我们是否可以使用微

积分理论对这个函数进行分析性质的研究呢？根据多方文献的参考得知，答案是肯定的，这

也是分数阶导数产生的源动力。 

 早在 1695 年，Leibniz 给 L’Hospital 写了一封信，问:“整数阶导数的概念能否自然地推

广到非整数阶导数。”L’Hospital 对这个问题感到很新奇，作为回信他反问了一个简单的问题：

“如果求导的次数为
1

2
，那么将会是怎样的情况呢？”在这一年的 9 月 30 号，Leibniz 给

L’Hospital 回信写到：“这会导致悖论，不过总有一天会得到有用的结果。”这个特殊的日子

1695 年 9 月 30 号被认为分数阶微积分的诞生日。
[1  ][2]

 自 1695 年，分数阶导数的研究已经经历了三百多年。但是早期分数阶导数的研究主要

存在于理论数学领域。在很长的一段时间内，分数阶微积分的研究没有得到自然科学与工程

科学研究人员的关注，基本上没有相关的应用文章发表。分数阶微积分的研究热潮是在二十

世纪七十年代，主要原因是因为研究人员发现分形几何、幂律现象与记忆过程
[1

等相关现

象或过程可以与分数阶微积分建立起密切的联系。分数阶微积分可以作为一种很好的描述与

刻画手段。 

2]

 

2. 简单介绍 

 2.1 一般的研究现状与优势 

 现在关于分数阶导数研究论文每年约 1000 篇，且正在快速增长。分数阶微积分理论与

应用的交流与学术会议日益频繁。每年都有比较大型的国际会议，小型会议越来越多（学术

关注度详见图 1）。 
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图 1 

 分数阶导数主要具有以下优势：1.分数阶导数具有全局相关能较好地体现系统函数发展

的历史依赖过程；而整数阶导数具有局部性，不适合描述有历史依赖过程。 2.分数阶导数

模型克服了经典整数阶微分模型理论与实验结果吻合不好的严重缺点，使用较少几个参数就

可获得很好的效果。3.在描述复杂物理力学问题时，与非线性模型比较，分数阶模型的物理

意义更清晰，表述更简洁。 

 

 2.2 数值方法的研究现状  

     近年来分数阶微积分被广泛的应用于反常扩散、信号处理与控制、流体力学、图像处理

、软物质研究、地震分析 、粘弹性阻尼器
[5

、电力分形网络、分数阶正弦振荡器、

分形理论
[9

、分数阶PID控制器设计 。但是由于分数阶微积分具有历史依赖性与全域

相关性，增加了分数阶导数方程的数值计算复杂性。 

[3] [4] ~8]

] [10][11]

      在数值算法方面主要存在的问题有：（1）长时间历程问题一直没有找到一个满意的解决

途径，在数值模拟中，随着时间历程的增加计算量成指数增长。同时一些学者提出的短期记

忆方法只对很少一些情况有效，并不具有普适性。因而长时间历程问题的解决任重道远。（2）

在原有算法基础上开发出时间－空间混合的分数阶导数方程的算法和软件。一种数学工具要

在工程中有广泛的应用，那么就必须有成熟的算法与软件，像有限元的计算模拟软件就有很

多，所以有限元才能在工程界有如 此广泛的应用。（3）分数阶导数的定义还不完善，现在

分数阶导数的定义有多种，至今还没有一个完善到大多数学者能够接受的定义。
[1  2]

 现阶段，分数阶导数方程的数值算法主要包括 ：（1）有限差分法：显示格式，隐式

格式，Crank-Nicholson 格式，预估校正算法，线性算法等；（2）级数逼近法：变分迭代法，

Adomian 分解法，同伦摄动法，通论分析法，微分转换法等；（3）有限元法；（4）无网格方

法；（5）一些新的算法：矩阵转化法，外推法等。 

[12]

 以上这些数值算法各有优缺点，不同的条件与方程适用于不同的算法，这需要我们对各

种方法比较熟悉，能够比较灵活的应用。否则很容易得到错误的计算结果。另外一个难点是

在数值计算中使用哪一个分数阶导数的定义，这就涉及到定义的选择问题。根据大量文献参

考后，一般在时间分数阶导数的计算中一般使用 Caputo 定义，在空间分数阶导数方程的数

值计算中较多的使用 Riemann-Liouville 定义和级数定义。 

 

3. 分数阶导数的定义 
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 关于分数阶导数的定义，许多数学家各自从不同角度入手, 给分数阶导数分别以不同的

定义。其定义的合理性与科学性已在实践中得以检验。这个数学分支的发展已在实际问题中, 

得到了广泛的应用。本文这部分重点将分析各种不同的定义,也说明各种定义之间的区别与

联系。为了区分整数 阶导数的表示形式n
n

n

d y

dx
，对于分数 阶的导数，本文引入新的记号

（下文Riemann-Liouville积分中 表示( )D f x ( )D f x 阶积分，在此申明以防混淆）。 

 

 3.1Riemann-Liouville 定义及性质 

 下面先阐述在研究中应用得比较广泛的一种分数阶导数的定义：Riemann-Liouville 分数

阶导数。在定义分数阶导数之前，先来阐述下 Riemann-Liouville 分数阶微积分。 

 

 3.1.1Riemann-Liouville 定义 

 定义    设[1]1 f 在 上逐段连续，且在0,  0,J   的任何有限子区间上可积，

对 t 0, )Re( 0  ，称 

1

0

1
( ) ( ) ( )

( )

x
D f x x t f t dt


  

                            （1） 

为函数 ( )f x 的阶 Riemann-Liouville 积分（简称 R-L 积分），并且记为  0( )f x L J 。其

中 为 Gamma 函数
[2

。 1dt  

0
( )


   te t ]

 结合上面的 阶Riemann-Liouville分数阶积分的定义以及经典微积分中的整数阶微积

分
[1

可以给出如下的
3]  阶Riemann-Liouville分数阶微分的定义： 

 定义   设[1]2  0,f C  , 0  , m 是大于或等于 的最小正整数(   1m   )，记

0m    。则称 

( ) ( ) , 0, 0mD f x D D f x x                               （2） 

为函数 f 的 阶Riemann-Liouville微分。 

 应用定义1可得 阶Riemann-Liouville微分如下： 

 
 

1

0

1

0

1

0

1
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( )

1
( ) ( )

( )
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( 1 ) (3
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m

D f x D D f x D x t f t dt

D x t f t dt
m

d x f x t dt
m m
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 3.1.2Riemann-Liouville 分数阶导数的性质 

 设 ( )f x ， 是满足定义1的函数， 为任一常数，( )g x a  为分数，Re( ) 0  ，则有文

献【1】得到以下两条线性的性质： 

性质1： 。  ( ) ( ) ( ) ( )D f x g x D f x D g x    

性质2： 。  ( ) ( )D af x aD f x 

 

 3.2 分数阶导数的级数定义  

 分数阶导数的级数定义又称为 Grunwald-Letnikov 定义。我们先来看整数阶导数的定义。 

一阶导数的定义： 

'

0

( ) (
( ) lim

h

)f x h f x
f x

h

 
                         （4） 

二阶导数的定义： 

'

2 2

1

1 2 1 2
' 0 0

'' 2 2

0 0
1

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )
( ) lim lim (5)

h h

h h

f x h h f x h f x h f x

h hf x h f x
f x

h h

 

 

     


 
 

通过选择相同变量 h,令 , 则（5）式等价于 1h h h  2

''

0

( 2 ) 2 ( ) (
( ) lim

h

)f x h f x h f x
f x

h

   
                   （6） 

 那么对于 阶导数来说就是以下的（7）式： n

0 0
0 0

1 1 !
( ) lim ( 1) ( ) lim ( 1) ( ) 7

!( )!

n n
n m m

n nh h
m m

n n
d f x f x mh f x mh

mh h m n m 
 

 
        

  （ ）                 

 从（7）式整数阶的导数我们可以从形式上得到分数阶导数的级数定义。从形式上式（7）

中的 n 可以推广到非整数 R  ,组合数
!

!( )!

n

m n m
可以用 Gamma 函数

( 1)

! ( 1)m m




 
  

来

描述。而求和的上限（并非整数 ）也变成是n
t a

h


（其中 和 a 分别是微分的上极限和下极

限）。所以我们得到了用级数定义的分数阶导数（如下（8）式），又称 the Grunwald-Letnikov 

fractional derivative。 [1  

t

4]

定义 3  [14]

0
0

1 ( 1)
( ) lim ( 1) ( ) (8)

! ( 1)

t a

h
m

nh
m

d f x f x mh
h m m

 







 
  

    

 在 ( )f x 具有 1m  阶连续导数,并且m 至少取[ ] 1m   的条件下, Riemann-Liouville
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定义与Grunwald-Letnikov定义等价 。所以由（7）到（8）的推广也是合理的。 [15]

 

 3.3 分数阶导数的 Caputo 定义 

定义 4   对于正的非整数
[15][16]  （在阶数 为负实数时，Caputo 定义与 Riemann-Liouville

定义等价）， , ( ) 0,f x C  , 是大于或等于m  的最小正整数(   1m   )。则称 0 

 

 ( )

10

1
,0 1

( ) ( )
(9)

( )
,

m
x

m

md f

dxm

f t dt
m m

m x t
D f x

x
m N









 


      

  


 

为函数 ( )f x 的 阶Caputo分数导数。 

 

 3.4 三种分数阶导数定义的关系 

 Riemann-Liouville定义是Grunwald-Letnikov定义的扩充，其应用范围也就更广泛。与

Grunwald-Letnikov定义扩展到Riemann-Liouville定义的思维方式相似, Caputo定义也是对

Grunwald-Letnikov定义的另一种改进。对于函数 ( )f x 的正的非整数 阶导数,先进行 阶

导数, 再进行

m

m  阶积分。 

 Riemann-Liouville定义与Caputo定义都是对Grunwald-Letnikov定义的改进。在阶数 为

负实数和正整数时, 它们是等价的。由文献【15】分析可知，在条件：(1)函数 ( )f x 有

阶连续导数, 至少取[ ]

1m 

m 1n   。（2） ( ) ( ) 0, 0,1,2, , 1kf a k n   

1][12]

之下, 它们也是等

价的。否则, 它们不等价。引入Riemann-Liouville定义, 可以简化分数阶导数的计算；引入

Caputo定义, 让其拉普拉斯变换式更简洁, 有利于分数阶微分方程的讨论。
[1  

 现实应用中，具体使用哪一个分数阶导数的定义，还是要看具体的情况而定。 

4. 分数导数的应用举例 

 分数阶导数在很多领域都有应用，下面拿与生活联系比较紧密的气候研究、医学图像处

理、地震分析为例进行进一步地阐述与说明。 

 4.1 天气和气候的研究 

 我们都知道没有一天天气是一样的，而气候的预测也不可能提到日程上来研究。这说明

天气和气候的研究是比较困难的。天气和气候虽然遵从流体力学规律,但是却显示出随机性,

研究天气和气候之间的关系必须引入分数阶的导数和积分,从物理上讲不外乎说明天气和气

候的随机程度是不相同的。为此提出气候的q (0 ≤q ≤1) 阶微商是天气
[1

。此时引入天气和

气候之间的桥梁——分数阶导数，这为天气与气候的研究带来很大的方便。 

7]

    4.2 医学图像处理 

 医学图像一般是指为了清楚地看到病人内部的局部器官病变情况而通过一定的设备仪

器得到的图片,例如CT、B超等图片。由于设备,技术等方面的原因,得到的医学图像有可能模
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 6

糊不清。图像的不清晰对临床诊断带来很大的麻烦。所以要考虑怎样处理，可以得到更清晰

的医学图像。 

 现在从分数阶微分基本定义出发,可以作用于二维医学图像的分数阶微分掩模,掩模可以

根据对图像的需求进行增强。
[3

通过实验证明,这个方法可以有效完成对医学图像的处理,并

且弥补了传统方法不能连续改变处理效果的缺点,是一种简单可行并且效果较好的图像增强

方法。 

]

 所以说分数阶导数对医学图像的处理，帮助是很大的。 

 4.3 地震奇异性分析 

 由文献【4】，我们知道传统的地震解释主要是观测地震资料的振幅及相位的变化, 而

振幅往往并不能反映真实的地质情况。地震界面可能是岩性分界面也可能是岩性过渡带, 岩

性过渡带的地震反射波是入射波的分数阶导数。 

 因此我们将分数阶导数引入地震属性计算中, 构建一种对波形敏感而对振幅变化不敏

感的新属性——奇异性, 用以刻画反射界面的横向变化。 

 方法的基本原理是首先计算地震子波的不同分数阶导数，然后利用匹配追踪算法将地震

数据分解成地震子波的不同分数阶导数,进而获得反射波同相轴的分数阶。
[4

对胜利油田某

区块实际二维地震资料进行了试处理,结果表明分数阶导数剖面能很好地描述不整合面,反映

实际界面的横向变化。 

]
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