
伽马函数及其相关函数

潘佳伟

摘要

伽玛函数不是初等函数，而是用积分形式定义的超越函数，伽玛函数也被称为阶乘函数。高等数学会告诉我们一个基本结论：伽玛

函数是阶乘的推广，由于伽玛函数在整个实数轴上都有定义，于是可以看做阶乘概念在实数集上的延拓。该篇文章主要介绍Gamma函

数，Beta函数及其相关函数的定义，性质及它们的应用，并对其主要公式进行了严格的证明。

关键字： Gamma函数；Beta函数；Riemann函数。
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Abstract

The gamma function is not a primary function, but a transcendental functions, the gamma function is also called factorial func-

tion. Advanced Mathematics will tell us a basic conclusion: the gamma function is promotion of factorial, due to the gamma function

is always has definition on the whole real number axis, so we can regard the gamma function as the continuation of factorial on real

number axis. In this paper we will mainly talk about the gamma function, beta function and other related function or formula. In

addition, we will also study their character and application, and give the strict proof for the main formula.

Keywords: Gamma Function; Beta Function; Riemann Function.

1 Γ函数

1.1 定义

伽马函数Γ (z)的通常定义为

Γ (z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt. (1)

这个定义只适用于Re(z) > 0的区域，因为这是积分在t = 0时的收敛条件。在接下来几部分中将给出其他定义，可用于全

部z平面。现在这个定义的积分在实用上经常遇到，名为第二类欧拉积分。

(1)式中的积分路线可以改变为从t = 0出发到∞eiα的直线，只要|α| < π/2:

Γ (z) =

∫ ∞eiα

0

e−ttz−1dt (Re (z) > 0) , (2)

因为(1)和(2)两式中的两个积分之差等于在右半平面中张角为|α|, 半径R → ∞的圆弧上的积分，而这个圆弧上的积分值是
随R→ ∞而趋向于0的(约当定理，或者直接计算)。

伽马函数的符号Γ (z)是最通行的。此外还有两种符号，Π(z)和z!, 都等于Γ (z + 1):

z! = Π (z) = Γ (z + 1) . (3)

符号z!通常只用在z是正整数的情形，但是在本文中将不给以这限制，而认为它与Γ (z + 1)具有完全相同的意义，至于符

号Π(z)，本文章将不采用。
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1.2 递推关系

Γ (z)满足下列递推关系：

Γ (z + 1) = zΓ (z) (4)

或

z! = z · (z − 1)! (5)

这个关系式可以由1.1部分(1)式用分部积分法证明如下：

Γ (z + 1) =

∫ ∞

0

e−ttzdt =
[
−e−ttz

]∞
0

+ z

∫ ∞

0

e−ttz−1dt = zΓ (z) . (6)

设n唯一正整数，(1)式可以推广为

Γ (z + n) = (z + n− 1) (z + n− 2) · · · (z + 1) zΓ (z) (7)

或

Γ (z) =
Γ (z + n)

z (z + 1) · · · (z + n− 1)
=

1

(z)n

∫ ∞

0

e−ttz+n−1dt, (8)

其中

(z)n = z (z + 1) · · · (z + n− 1) . (9)

公式(8)把Γ (z)的定义推广到Re(z) > −n，n为任意正整数。(7)式又可写为

(z)n =
Γ (z + n)

Γ (z)
=

(z + n− 1)!

(z − 1)!
. (10)

在(4)式中令z = 1，得

Γ (1) = 0! =

∫ ∞

0

e−tdt = 1. (11)

在(7)式中令z = 1，得

Γ (n+ 1) = n! = n (n− 1) · · · 2 · 1. (12)

这说明在z为正整数n时，Γ (z + 1)就是阶乘n!。

由公式(8)看出Γ (z)是半纯函数，在有限区域内的奇点都是一阶极点。极点为

z = 0,−1,−2, · · · ,−n, · · · . (13)

在极点z = −n处残数为
lim
z→−n

(z + n) Γ (z) =

[
Γ (z + n− 1)

z (z + 1) · · · (z + n− 1)

]
z=−n

=
(−1)

n

n!
. (14)

1.2.1 特殊值及扩充

n!! =

2
1
2nΓ

(
1
2n+ 1

)
n is even

π− 1
2 2

1
2n+

1
2Γ
(
1
2n+ 1

)
n is odd

(15)

(上述公式同样适用于当n = −1.)

|Γ (iy)| =
(

π

y sinh(πy)

)1/2

,

Γ

(
1

2
+ iy

)
Γ

(
1

2
− iy

)
=

∣∣∣∣Γ(1

2
+ iy

)∣∣∣∣2 =
π

cosh (πy)
,

Γ

(
1

4
+ iy

)
Γ

(
3

4
− iy

)
=

π
√
2

cosh (πy) + i sinh (πy)
.

Γ

(
1

2

)
=

√
π = 1.77245 38509 05516 02729 · · · ,

Γ

(
1

3

)
= 2.67893 85347 07747 63365 · · · ,
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Γ

(
2

3

)
= 1.35411 79394 26400 41694 · · · ,

Γ

(
1

4

)
= 3.62560 99082 21908 31193 · · · ,

Γ

(
3

4

)
= 1.22541 67024 65177 64512 · · · .

Γ′ (1) = −γ.

此外还有Γ函数的复数值

Γ (x+ iy) =

∫ ∞

1

tx−1

et
cos (y ln t) dt+

∞∑
k=0

(−1)
k

k!

[
k

(k + x)
2
+ y2

+
x

(k + x)
2
+ y2

]

+i


∫ ∞

1

tx−1

et
sin (y ln t) dt− y

∞∑
k=0

(−1)
k

k!
[
(k + x)

2
+ y2

]


1.3 Γ函数的一些最简单的性质

函数Γ (z)对于a > 0是连续并且具有所有各阶连续的导数，只需要导数存在就够了，在积分号下对积分

B (a, b) =

∫ 1

0

xa−1 (1− x)
b−1

dx

求导，其中a, b > 0, 我们可以得到

Γ′ (a) =

∫ ∞

0

xa−1 lnx · e−xdx. (16)

因为应用莱布尼茨法则两个积分 ∫ 1

0

xa−1 lnx · e−xdx∫ ∞

1

xa−1 lnx · e−xdx

对a一致收敛：第一个当x = 0时对a ≥ a0 > 0(优函数为xa0−1 |lnx|)，而第二个当x = ∞时对a ≤ A <∞(优函数为xAe−x).

用这个方法可以证明存在二阶导数

Γ′′ (a) =

∫ ∞

0

xa−1 (lnx)
2
e−xdx. (17)

1.3.1 拉阿伯积分

计算重要积分

R0 =

∫ 1

0

ln Γ (a) da

时，会牵扯到接下来要说的余元公式，显然这个积分存在，因为

ln Γ (a) = lnΓ (a+ 1)− ln a.

将a换为1− a，则可以写成

R0 =

∫ 1

0

ln Γ (1− a) da,

再相加

2R0 =

∫ 1

0

ln Γ (a) Γ (1− a) da =

∫ 1

0

ln
π

sin aπ
(18)

= lnπ − 1

π

∫ π

0

ln sinxdx = lnπ − 2

π

∫ π
2

0

ln sinxdx. (19)

在这里我们带入已知的积分值 ∫ π
2

0

ln sinxdx = −π
2
ln 2

便得

R0 =

∫ 1

0

ln Γ (a) da = ln
√
2π (20)
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拉阿伯研究了积分(当a > 0时)

R (a) =

∫ a+1

a

ln Γ (a) da =

∫ a+1

0

−
∫ a

0

.

因为显然

R′ (a) = lnΓ (a+ 1)− ln Γ (a) = ln a

故积分之，便得(对于a > 0)

R (a) = a (ln a− 1) + C.

但是R (z)在a = 0时也保持连续；在此处使a→ 0取极限，我们便看出C = R0。代入值ln
√
2π, 我们便导出拉阿伯公式：

R (a) =

∫ a+1

a

ln Γ (a) da = a (ln a− 1) + ln
√
2π. (21)

1.4 欧拉无穷乘积公式

根据e−t的极限关系

e−t = lim
n→∞

(
1− t

n

)n
, (22)

可以把Γ (z)作为下列积分

Pn (z) =

∫ n

0

(
1− t

n

)n
tz−1dt (23)

的极限。即是当n→ ∞时，Pn (z) → Γ (z)。这个极限的证明如下：

Γ (z)− Pn (z) =

∫ n

0

{
e−t −

(
1− t

n

)n}
tz−1dt+

∫ ∞

n

e−ttz−1dt. (24)

很容易看出右方第二项的极限(n→ ∞)为零。关于第一项，可以应用下列不等式

0 ≤ e−t −
(
1− t

n

)n
≤ t2

n
e−t (25)

(证明如下),得 ∣∣∣∣∫ n

0

{
e−t −

(
1− t

n

)n}
tz−1dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ n

0

1

n
e−ttx+1dt

<
1

n

∫ ∞

0

e−ttx+1dt→ 0,

其中x = Re(z). 这样就证明了Pn (z) → Γ (z).

现在来证明不等式(25)，由ey及(1− y)−1的级数可知，当0 ≤ y < 1时，有

1 + y ≤ ey ≤ (1− y)
−1
.

令t = t/n, 得 (
1 +

t

n

)−n

≥ e−t ≥
(
1− t

n

)n
,

故

0 ≤ e−t −
(
1− t

n

)n
= e−t

{
1− et

(
1− t

n

)n}
≤ e−t

{
1−

(
1− t2

n2

)n}
,

其中最后一步用了不等式et ≥ (1 + t/n)
n
. 又用数学归纳法可证明，若0 ≤ α ≤ 1, 有(1− α)

n ≥ 1− nα, 于是得

1−
(
1− t2

n2

)n
≤ t2

n
.

这样就证明了不等式(25)。
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在Pn (z)中令t = nτ，并利用分部积分法n次，注意Re(z) > 0，得

Pn (z) = nz
∫ 1

0

(1− τ)
n
τz−1dτ (26)

= nz
[
τz

z
(1− τ)

n

]1
0

+
nz · n
z

∫ 1

0

(1− τ)
n−1

τzdτ (27)

= · · · = nzn (n− 1) · · · 2 · 1
z (z + 1) · · · (z + n− 1)

∫ 1

0

τz+n−1dτ (28)

=
1 · 2 · · ·n

z (z + 1) · · · (z + n)
nz, (29)

即

Γ (z) = lim
n→∞

1 · 2 · · ·n
z (z + 1) · · · (z + n)

nz. (30)

由于当n→ ∞时，n/ (z + n) → 1，此式又可写为

Γ (z) = lim
n→∞

1 · 2 · · · (n− 1)

z (z + 1) · · · (z + n− 1)
nz. (31)

因此我们便导出了著名的欧拉-高斯公式。

(31)式中的最后一个因子nz可写为

nz =
n−1∏
m=1

(
1 +

1

m

)z
,

前面的因子可写为

1

z

n−1∏
m=1

(
1 +

z

m

)−1

,

因此

Γ (z) =
1

z

∞∏
n=1

{(
1 +

z

n

)−1
(
1 +

1

n

)z}
. (32)

这是欧拉无穷乘积表达式。这对于任何z，除了极点z = −n外都是成立的，因此可以作为普遍的Γ (z)的定义。

另外我们还有 ∣∣∣∣ Γ (x)

Γ (x+ iy)

∣∣∣∣2 =
∞∏
k=0

(
1 +

y2

(x+ k)
2

)
, x ̸= 0,−1, · · ·

此外我们还有，当
m∑
k=1

ak =
m∑
k=1

bk

有
∞∏
k=0

(a1 + k) (a2 + k) · · · (am + k)

(b1 + k) (b2 + k) · · · (bm + k)
=

Γ (b1) Γ (b2) · · ·Γ (bm)

Γ (a1) Γ (a2) · · ·Γ (am)
,

其中bk为正整数。

1.5 Weierstrass无穷乘积

在上一部分公式(30)中最后一个因子可写为

nz = exp (z lnn) = exp

{
z

[
lnn−

n∑
m=1

1

m

]}
n∏

m=1

ez/m,

因此由该式得
1

Γ (z)
= zeγz

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n, (33)

其中

γ = lim
n→∞

{
n∑

m=1

1

m
− lnn

}
(34)

= 0.57721 56649 01532 86060 651 · · · . (35)
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γ名为欧拉常数。这个无穷乘积(33)给出任何z的Γ (z)，同时指明了Γ (z)的奇点为一阶极点z = 0,−1,−2, · · ·，而没有零点。
这是Weierstrass给予Γ (z)的定义，所以称为魏氏乘积。

由

n∑
m=1

1

m
=

n∑
m=1

∫ 1

0

xm−1dx =

∫ 1

0

1− xn

1− x
dx (36)

=

∫ 1

0

1− (1− y)n

y
dy =

∫ n

0

{
1−

(
1− t

n

)n}
dt

t
, (37)

得
n∑

m=1

1

m
− lnn =

∫ n

0

{
1−

(
1− t

n

)n}
dt

t
−
∫ n

1

dt

t

=

∫ 1

0

{
1−

(
1− t

n

)n}
dt

t
−
∫ n

1

(
1− t

n

)n
dt

t
.

令n→ ∞，得

γ =

∫ 1

0

1− e−t

t
dt−

∫ ∞

1

e−t

t
dt. (38)

1.6 Γ函数与三角函数的联系

由上一部分的魏氏定义得

Γ (z) Γ (−z) = − 1

z2

∞∏
n=1

{(
1 +

z

n

)
e−z/n

}−1 ∞∏
n=1

{(
1− z

n

)
ez/n

}−1

= − 1

z2

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)−1

.

已知知识我们有
sinπz

πz
=

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
, (39)

故

Γ (z) Γ (−z) = − π

z sinπz
.

又由1.2(4)式知Γ (1− z) = −zΓ (−z)，因此有

Γ (z) Γ (1− z) =
π

sinπz
, (40)

这便是我们熟悉的余元公式，或者写成下列对称形式

Γ (1 + z) Γ (1− z) = z! (−z)! = πz

sinπz
(41)

在(40)式中令z = 1/2，得{Γ (1/2)}2 = π; 再开方，并注意由定义知Γ (1/2) > 0，得

Γ

(
1

2

)
=

√
π. (42)

倘若在积分 ∫ ∞

0

e−z√
z
dz =

√
π.

中作替换z = x2，则重新得到欧拉-泊松积分的值： ∫ ∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
. (43)

又，在(39)中令z = 1/2，得

π

2
=

∞∏
n=1

(2n)
2

(2n− 1) (2n+ 1)
= lim
m→∞

{
m∏
n=1

2n

2n− 1

}2
1

2m+ 1
. (44)

这就是Wallis乘积。
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1.7 欧拉乘积公式

作为余元公式的应用，我们来确定并证明下列欧拉乘积公式

Γ (z) Γ

(
z +

1

n

)
Γ

(
z +

2

n

)
· · ·Γ

(
z +

n− 1

n

)
= (2π)

1
2 (n−1)

n
1
2−nzΓ (nz) .

令

ϕ =
nnz

nΓ (nz)

n−1∏
r=0

Γ
(
z +

r

n

)
. (45)

应用1.3极限公式(31)，得

ϕ = nnz−1
n−1∏
r=0

lim
m→∞

1·2···(m−1)

(z+ r
n )(z+

r
n+1)···(z+ r

n+m−1)
mz+r/n

1·2···(nm−1)
nz(nz+1)···(nz+nm−1) (nm)

nz
(46)

= nnz−1 lim
m→∞

[(m− 1)!]
n
mnz+ 1

2 (n−1)nnm

(nm− 1)! (nm)
nz (47)

= lim
m→∞

[(m− 1)!]
n
m

1
2 (n−1)nnm−1

(nm− 1)!
, (48)

这里指出ϕ与z无关。在(45)中令z = 1/n，得

ϕ =
n−1∏
r=0

Γ

(
r + 1

n

)
=
n−1∏
r=1

Γ
( r
n

)
=
n−1∏
r=1

Γ
(
1− r

n

)
,

在最后一步中把r换成了n− r。因此，应用余元公式，得

ϕ2 =
n−1∏
r=1

{
Γ
( r
n

)
Γ
(
1− r

n

)}
= πn−1

n−1∏
r=1

(
sin

πr

n

)−1

. (49)

令zn − 1 = 0的根为z = e2πri/n, r = 0, 1, 2, · · · , n− 1; 得

zn − 1

z − 1
=

n−1∑
r=0

zr =

n−1∏
r=1

(
z − e2πri/n

)
. (50)

令z = 1，得

n =
n−1∏
r=1

(
1− e2πri/n

)
=
n−1∏
r=1

eπri/n
(
−2i sin

πr

n

)
(51)

= e
π
2 (n−1)i2n−1 (−i)n−1

n−1∏
r=1

sin
πr

n
= 2n−1

n−1∏
r=1

sin
πr

n
. (52)

代入(49)式，得

ϕ2 =
(2π)

n−1

n
. (53)

取平方根，代入(45)式，即得

(2π)
1
2 (n−1)

n
1
2−nzΓ (nz) (54)

在上式中令n = 2，得

22n−1Γ (z) Γ

(
z +

1

2

)
=

√
πΓ (2z) , (55)

这又可写为

22zz!

(
z − 1

2

)
! =

√
π (2z)!. (56)
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1.8 Γ函数的对数微商

令

ψ (z) =
d lnΓ (z)

dx
=

Γ′ (z)

Γ (z)
. (57)

由1.2公式(4)取对数微商，得

ψ (z + 1) = ψ (z) +
1

z
(58)

由1.6公式(40)取对数微商，得

ψ (1− z) = ψ (z) + π cotπz (59)

由1.2公式(7)取对数微商，得

ψ (z + n) = ψ (z) +

n−1∑
r=0

1

z + r
(60)

(58)是它的特例。

由1.5(33)式求得

ψ (z) = −γ − 1

z
+

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

z + n

)
. (61)

应用1.5(34)式，并把上式右方的级数取到n = m为止，得

ψ (z) = −1

z
+ lim
m→∞

{
lnm−

m∑
n=1

1

z + n

}
. (62)

若Re(p) > 0，有
1

p
=

∫ ∞

0

e−ptdt. (63)

对p求积分，由p = 1到p = m，得

lnm =

∫ ∞

0

(
e−t − e−mt

) dt
t
. (64)

把(63),(64)两式代入到(62)中，得

ψ (z) = lim
m→∞

{∫ ∞

0

(
e−t − e−mt

) dt
t
−

m∑
n=0

∫ ∞

0

e−(z+n)tdt

}
(65)

= lim
m→∞

{∫ ∞

0

(
e−t − e−mt

) dt
t
−
∫ ∞

0

e−zt
(
1− e−(m+1)t

)
1− e−t

dt

}
. (66)

当m→ ∞时，可以证明含e−mt因子的积分值为零，故得

ψ (z) =

∫ ∞

0

{
e−t

t
− e−zt

1− e−t

}
dt. (67)

把(61)式代入到(58)式右方，得

ψ (z + 1) = −γ +

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

z + n

)
. (68)

在此式中令z = 0，得

ψ (1) = −γ. (69)

代入(57)式，注意Γ (1) = 1，得

Γ′ (1) = ψ (1) = −γ. (70)

在(67)中令z = 1，用(69)式，得

γ =

∫ ∞

0

{
1

1− e−t
− 1

t

}
e−tdt. (71)

在这个积分中，把下限0换为δ，在第一项的积分中作变换e−t = u，再令1 − u = v，与第二项积分合并后让δ → 0，即

见(71)式与1.5(38)式相同。

将(71)式与(67)式相加，得

ψ (z) = −γ +

∫ ∞

0

e−t − e−zt

1− e−t
dt. (72)
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又在(64)式中令m = z，并与(67)式相减，得

ψ (z) = ln z +

∫ ∞

0

{
1

t
− 1

1− e−t

}
e−ztdt. (73)

在(63)式中令p = z，除以2，与(73)式相加，得

ψ (z) = ln z − 1

2z
+

∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−ztdt. (74)

对z求积分，由z = 1到z，得

ln Γ (z) =

(
z − 1

2

)
ln z − z + 1 +

∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−t − e−zt

t
dt. (75)

(75)式中与z无关的一项积分可计算如下：令

I =

∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−t

t
dt. (76)

在(75)式中令z = 1/2，用1.6(42)式，得

I − J =
1

2
lnπ − 1

2
, (77)

其中

J =

∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−t/2

t
dt. (78)

把(76)式中的t换为t/2，得

I =

∫ ∞

0

{
1

2
+

2

t
− 1

1− e−t/2

}
e−t/2

t
dt (79)

从中减去(78)，得

I − J =

∫ ∞

0

{
1

t
− e−t/2

1− e−t

}
e−t/2

t
dt. (80)

再用(76)，得

J =

∫ ∞

0

{(
1

2
+

1

t

)
e−t − e−t/2

t

}
dt

t
. (81)

对于后面两项分部积分，得

J =

[
−e

−t − e−t/2

t

]∞
0

− 1

2

∫ ∞

0

e−t − e−t/2

t
dt = −1

2
− 1

2
ln

1

2
, (82)

最后一步用了(64)式。把结果代入(77)式，即得

I =
1

2
ln (2π)− 1. (83)

代入(75)，得

ln Γ (z) =

(
z − 1

2

)
ln z − z +

1

2
ln (2π)−

∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−zt

t
dt (84)

(Re(z) > 0).

这是Binet第一公式。

还有Binet第二公式

ln Γ (z) =

(
z − 1

2

)
ln z − z +

1

2
ln (2π) + 2

∫ ∞

0

arctan (t/z)

e2πt − 1
dt. (85)

此外我们还有

ln Γ (z + 1) = −γz − 1

2πi

∫ −c+∞i

−c−∞i

πz−s

s sin (πs)
ζ (s) ds, (86)

其中|ph z| ≤ π − δ (< π) , 1 < c < 2.
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1.9 渐进展开式

由已知函数t/ (et − 1)的有限项泰勒展开式

t

et − 1
= 1− t

2
−

n∑
k=1

(−1)
k
Bk

(2k)!
t2k +

t2n+2

et − 1

∫ 1

0

P2n+1 (s) e
tsds. (87)

P2n+1 (t) = (−1)
n+1

∞∑
k=1

2 sin 2kπt

(2kπ)
2n (n ≥ 0) .

把t换成−t，有
−t

e−t − 1
= 1 +

t

2
−

n∑
r=1

(−1)
r−1

Br
(2r)!

t2r +
t2n+2

e−t − 1

∫ 1

0

P2n+1 (x) e
−txdx. (88)

代入上一部分(85)式积分中，级数
∑
r这一项的贡献为

n∑
r=1

(−1)
r−1

Br
(2r)!

∫ ∞

0

t2r−2e−ztdt =

n∑
r=1

(−1)
r−1

Br
(2r)!

(2r − 2)!

z2r−1
; (89)

积分项的贡献计算如下： ∣∣∣∣∫ 1

0

P2n+1 (x) e
−txdx

∣∣∣∣ ≤ 4

(2π)
2n+1

∫ 1

0

e−txdx =
4

(2π)
2n+1

e−t − 1

−t
, (90)

该不等式这里不作证明。

故其贡献为O
(
|z|−2n

)
。这结果对于任意n均成立，故得Γ (z)的渐进展开式

ln Γ (z) =

(
z − 1

2

)
ln z − z +

1

2
ln (2π) +

n∑
r=1

(−1)
r−1

Br
2r (2r − 1)

z−2r+1 +O
(
z−2n−1

)
. (91)

又用Γ (z + 1) = zΓ (z) = z!，得

ln z! =

(
z +

1

2

)
ln z − z +

1

2
ln (2π) +

n∑
r=1

(−1)
r−1

Br
2r (2r − 1)

z−2r+1 +O
(
z−2n−1

)
(92)

或

ln z! = z (ln z − 1) +
1

2
ln (2πz) +

1

12z
− 1

360z3
+

1

1260z5
− 1

1680z7
+ · · · . (93)

取指数函数，得

z! ∼ zze−z (2πz)
1/2

{
1 +

1

12z
+

1

288z2
− 139

51840z3
− 571

2488320z4
+ · · ·

}
. (94)

这些渐进展开式是在Re(z) > 0的条件下得到的，因为这是(85)式中的积分收敛的条件，这个条件相当于|arg z| < π/2。在

接下来几部分中将放宽这个限制。公式(92),(93)或者(94)称为Stirling公式。

由(91)式取微商，得

ψ (z) = ln z − 1

2z
−

n∑
r=1

(−1)
r−1

Br
2r

z−2r +O
(
z−2n−2

)
. (95)

这个结果也可以由本部分(87)式代入上一部分(74)式直接求得。

1.9.1 渐进展开式的另一导出法

首先我们引入欧拉公式∫ a+mh

a

F (x) dx = h

{
F (a)

2
+ F (a+ h) + · · ·+ F [a+ (m− 1)h] +

F (a+mh)

2

}

+
n∑
k=1

(−1)
k
Bkh

2k

(2k)!

[
F (2k−1) (a+mh)− F (2k−1) (a)

]
+Rn, (96)

其中

Rn =
h2n+1

(2n)!

∫ 1

0

φ2n (t)

m−1∑
s=0

F (2n) (a+ hs+ ht) dt. (97)

其中φn (t)为伯努利多项式。这就是欧拉公式。
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在欧拉展开式中令F (x) = ln (x+ 1)，取a = 0, h = 1,m = n− 1，余项用

Rn = −h2n+2

∫ m

0

P2n+1 (t)F
(2n+1) (a+ ht) dt, (98)

得

ln 1 + ln 2 + · · ·+ lnn =

∫ n

1

lnxdx+
1

2
lnn+

∫ n

1

P1 (x)

x
dx,

或

lnn! =

(
n+

1

2

)
lnn− (n− 1) +

∫ n

1

P1 (x)

x
dx. (99)

令

In =

∫ n

1

P1 (x)

x
dx, (100)

由(99)式得

ln
n∏
r=1

(2r)
2
= 2n ln 2 + 2 lnn! = (2n+ 1) ln (2n)− 2n− ln 2 + 2 + 2I2n+1,

又有

ln (2n+ 1)! =

(
2n+

3

2

)
ln (2n+ 1)− 2n+ I2n+1. (101)

相减得

ln

{
n∏
r=1

(
2r

2r − 1

)
1

2n+ 1

}
= (2n+ 1) ln

(
1− 1

2n+ 1

)

−1

2
ln (2n+ 1)− ln 2 + 2 + 2In − I2n+1.

乘2，得

ln

{
n∏
r=1

(
2r

2r − 1

)2
1

2n+ 1

}
= 2 (2n+ 1) ln

(
1− 1

2n+ 1

)
−2 ln 2 + 4 + 4In − 2I2n+1.

令n→ ∞，并用1.6(44)Wallis公式，得

ln
π

2
= 2− 2 ln 2 + 2I∞,

故

I∞ =
1

2
ln (2π)− 1. (102)

代入(99)式，注意

In = I∞ −
∫ ∞

n

P1 (x)x
−1dx,

得

lnn! =

(
n+

1

2

)
lnn− n+

1

2
ln (2π)−

∫ ∞

n

P1 (x)

x
dx. (103)

用分部积分法及公式
d

dt
Pλ (t) =

d

dt
φλ (t) /λ! = φλ−1 (t) / (λ− 1)! = Pλ−1 (t) , (104)

P2n+1 (1) = (−1)
2n+1

P2n+1 (0) = 0. (105)

并注意Pλ (t)是周期为1的函数，在(0, 1)之间Pλ (x)等于伯努利多项式，得

lnn! =

(
n+

1

2

)
lnn− n+

1

2
ln (2π) +

k∑
r=1

(−1)
r−1

Br
2r (2r − 1)n2r−1

− (2k)!

∫ ∞

n

P2k+1 (x)

x2k+1
dx. (106)

这与1.9(92)相同，只是现在n是正整数。

要想求得普遍的渐进展开式，在欧拉公式(96)中令F (z) = ln (x+ z) , z ̸=负实数，并如前取a = 0, h = 1，但m = n，得

ln z + ln (z + 1) + · · ·+ ln (z + n)

= (z + n) ln (z + n)− n− z ln z +
1

2
[ln (z + n) + ln z] +

∫ n

0

P1 (x)

x+ z
dx. (107)
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从(103)式减去(107)式，得

ln
n!nz

z (z + 1) · · · (z + n)
=

(
z − 1

2

)
ln z −

(
z + n− 1

2

)
ln
z + n

n

+
1

2
ln (2π)−

∫ n

0

P1 (x)

x+ z
dx−

∫ ∞

n

P1 (x)

x
dx.

令n→ ∞，用1.4(30)式，得

ln Γ (z) =

(
z − 1

2

)
ln z − z +

1

2
ln (2π)−

∫ ∞

0

P1 (x)

x+ z
dx. (108)

用分部积分法

ln Γ (z) =

(
z − 1

2

)
ln z − z +

1

2
ln (2π)

+

n∑
r=1

(−z)r−1
Br

2r (2r − 1)
z−2r+1 − (2n)!

∫ ∞

0

P2n+1 (x)

(x+ z)
2n+1 dx, (109)

其中z不等于负实数，即|arg| < π。这结果与1.9(91)式相同((109)式中的积分为O(z−2n))，但arg z的范围更大，因此比以前

的更普遍一些。

1.10 围道积分

考虑围道积分

I =

∫ (0+)

∞
e−ttz−1dt. (110)

这个围道积分从上半平面靠近正实轴无穷远处出发，向左行，围绕原点正向一周，到下半平面，再向右行到下半平面

靠近正实轴无穷远处。

这个围道积分适用于任意z值，可以作为对于Γ (z)在任意的z值下定义的基础，先设z的值限制在Re(z) > 0的范围内且

不等于整数，寻求这个围道积分I与Γ (z)的关系。

把这个围道积分变形，分为三段。第一段在上半平面从t = +∞沿实轴向左行到t = δ > 0处，δ之值可以无限小；

第二段从t = δ处起，绕原点作一半径为δ的圆，到下半平面实轴t = δ处；第三段在下半平面从t = δ处沿实轴向右行

到t = +∞处。把这三段积分写为I1, I2, I3。为了使多值函数tz−1的数值确定，在I3中arg t = 2π。这三段积分分别为

I1 =

∫ δ

∞
e−ttz−1dt = −

∫ ∞

δ

e−ttz−1dt (111)

I2 =

∫ 2π

0

e−δe
iθ (

δeiθ
)z−1

eiθidθ = δz
∫ 2π

0

e−δ cos θ−iδ sin θ+izθidθ (112)

I3 = e2πzi
∫ ∞

δ

e−ttz−1dt (113)

既已设Re(z) > 0，则当δ → 0时，I2 → 0，而I1 + I3 → I：

I =
(
e2πzi − 1

) ∫ ∞

0

e−ttz−1dt =
(
e2πzi − 1

)
Γ (z) = 2ieπzi sinπzΓ (z) ,

因此有

Γ (z) = − 1

2i sinπz

∫ (0+)

∞
e−t (−t)z−1

dt (114)

(|arg (−t)| < π) .

这关系是在Re(z) > 0的条件下得到的，但围道积分适用于任意z值，故按解析延拓原理，Re(z) > 0这个条件可以取消。

公式(114)不适用于z是整数的情形，因为当z是正整数时，(114)式右方是一个不定式，而当z是负整数时，右方为无穷

大，但利用1.6(40)式，得

1

Γ (1− z)
= − 1

2πi

∫ (0+)

∞
e−t (−t)z−1

dt (|arg (−t)| < π) . (115)

这个表达是适用于任意z值，包括z等于整数。

在(115)式中把1− z换成z，得

1

Γ (z)
= − 1

2πi

∫ (0+)

∞
e−t (−t)−z dt (|arg (−t)| < π) . (116)
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再把t换成−t，得
1

Γ (z)
=

1

2πi

∫ (0+)

−∞
ett−zdt (|arg t| < π) . (117)

其中的围道从负实轴无穷远处(t = −∞)出发，正想绕原点一周，再回到出发点。

(116)和(117)这两个围道积分对于任何z值都适用，可以作为Γ (z)的普遍表达式。

又像得到1.1中(2)式那样，上面(114)到(117)各式的围道可以整个绕原点转一个角度α，只要|α| < π/2，围道积分之值

不变，例如由(117)式得

1

Γ (z)
=

1

2πi

∫ (0+)

−∞eiα
ett−zdt (|arg t| < π) . (118)

1.11 Dirichlet积分

Dirichlet积分是

I =

∫ ∫
· · ·
∫
f (t1 + t2 + · · ·+ tn) t

α1−1
1 tα2−1

2 · · · tαn−1
n dt1dt2 · · · dtn, (119)

其中积分限为t ≥ 0 (r = 1, 2, · · · , n)，
∑n
r=1 tr ≤ 1，f是连续函数，为了保证积分在tr = 0处收敛，必须Re(αr > 0)。

先计算t1, t2两重积分，令λ = t3 + t4 + · · ·+ tn, τ2 = t1 + t2，得∫ 1−λ

0

dt2

∫ 1−λ−t2

0

dt1f (t1 + t2 + λ) tα1−1
1 tα2−1

2

=

∫ 1−λ

0

dt2

∫ 1−λ

t2

dτ2f (τ2 + λ) (τ2 − t2)
α1−1

tα2−1
2 .

变换积分次序，然后令t2 = τ2t，得 ∫ 1−λ

0

dτ2

∫ τ2

0

dt2f (τ2 + λ) (τ2 − t2)
α1−1

tα2−1
2

=

∫ 1−λ

0

dτ2f (τ2 + λ) τα1+α2−1
2

∫ 1

0

dt (1− t)
α1−1

tα2−1 (120)

=
Γ (α1) Γ (α2)

Γ (α1 + α2)

∫ 1−λ

0

dτ2f (τ2 + λ) τα1+α2−1
2 (121)

这样就减少了一重积分，而积分的形式不变，再把这个方法用到τ2和t3又可以减少一重，而积分前面的因子为

Γ (α1) Γ (α2)

Γ (α1 + α2)

Γ (α1 + α2) Γ (α3)

Γ (α1 + α2 + α3)
=

Γ (α1) Γ (α2) Γ (α3)

Γ (α1 + α2 + α3)
.

照此做下去，最后得公式 ∫ ∫
· · ·
∫
f

(
n∑
r=1

tr

)
·
n∏
r=1

tαr−1
r · dt1dt2 · · · dtn

=
Γ (α1) Γ (α2) + · · ·+ Γ (αn)

Γ (α1 + α2 + · · ·αn)

∫ 1

0

f (τ) τα1+α2+···+αn−1dτ, (122)

左方的积分限为tr ≥ 0 (r = 1, 2, · · · , n) ,
∑n
r=1 tr ≤ 1; Re(αr) > 0。

2 欧拉第一类积分，β函数

2.1 定义

欧拉第一类积分B(p, q)为

B (p, q) =

∫ 1

0

xp−1 (1− x)
q−1

dx, (123)

这个积分在Re(p) > 0, Re(q) > 0时成立，作变换x = 1− t，可以证明

B(p, q) = B(q, p). (124)

B(p, q)可以用Γ函数表达如下

B(p, q) =
Γ (p) Γ (q)

Γ (p+ q)
. (125)
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为了证明这个公式，考虑

Γ (p) Γ (q) =

∫ ∞

0

e−uup−1du

∫ ∞

0

e−vvq−1dv.

令u = x2, v = y2，得

Γ (p) Γ (q) = 4

∫ ∞

0

e−x
2

u2p−1dx

∫ ∞

0

e−y
2

v2q−1dy (126)

= 4

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x
2+y2)x2p−1y2q−1dxdy. (127)

引进平面极坐标：x = r cos θ, y = r sin θ，得

Γ (p) Γ (q) = 4

∫ ∞

0

e−r
2

r2(p+q)−1dr

∫ π
2

0

(cos θ)
2p−1

(sin θ)
2q−1

dθ. (128)

在第一个积分中令r2 = t，得 ∫ ∞

0

e−r
2

r2(p+q)−1dr =
1

2

∫ ∞

0

e−ttp+q−1dt =
1

2
Γ (p+ q) , (129)

在第二个积分中令cos2 θ = x，得∫ π
2

0

(cos θ)
2p−1

(sin θ)
2q−1

dθ =
1

2

∫ 1

0

xp−1 (1− x)
q−1

dx =
1

2
B (p, q) . (130)

将(129)和(130)代入(128)式，得Γ (p) Γ (q) = Γ (p+ q)B (p, q)，这就证明了(125)式。由(125)式，根据解析开拓原理，我们

得到不受条件Re(p) > 0, Re(q) > 0限制的函数B(p, q)，称为β函数。

在(130)式中应用(125)式，并把2p和2q分别改写为p+ 1和q + 1，得∫ π
2

0

(cos θ)
p
(sin θ)

q
dθ =

Γ
(
p+1
2

)
Γ
(
q+1
2

)
2Γ
(
p+q
2 + 1

) . (131)

在(129)式中把2 (p+ q)− 1改写为p，得 ∫ ∞

0

e−r
2

rpdr =
1

2
Γ

(
p+ 1

2

)
; (132)

这式的一个特殊情形是(p = 0) ∫ ∞

0

e−r
2

dr =
1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
. (133)

在(123)式中令x = t/ (1 + t)，并用(125)，得

B(p, q) =

∫ ∞

0

tp−1dt

(1 + t)
p+q =

Γ (p) Γ (q)

Γ (p+ q)
. (134)

令q = 1− p，假设0 < Re(p) < 1，并用1.6(40)式，得∫ ∞

0

tp−1

1 + t
dt = Γ (p) Γ (1− p) =

π

sinπp
. (135)

这个结果也可利用留数定理求积分而得到。

现在证明下列公式
(p+ q)!

p!q!
=

Γ (p+ q + 1)

Γ (p+ 1)Γ (q + 1)
=

1

2πi

∫ (0+)

−∞
t−p−1 (1− t)

−q−1
dt, (136)

其中Re(p+ q + 1) > 0以保证积分在t = −∞处收敛，又t = 1在围道之外，很容易证明当Re(p) < 0时，(136)式右方为(在负

实轴的上下部分分别令t = xeπi和t = xe−πi)

−e
pπi − e−pπi

2πi

∫ ∞

0

x−p−1 (1 + x)
−q−1

dx = − sin pπ

π

Γ (−p) Γ (p+ q + 1)

Γ (q + 1)
,

最后一步用了(134)式。再用(135)式，把其中的p换成−p，即得(136)；根据解析开拓原理，(136)式不受Re(p) < 0的限制。
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3 黎曼(Riemann)ζ函数

3.1 定义

黎曼ζ函数的定义是

ζ (s) =
∞∑
n=1

1

ns
. (137)

这个定义在Re(s) = σ > 1时有效，因为这是级数收敛的条件。通常把s表达为s = σ + it和t都是实数。

推广的ζ函数的定义是

ζ (s, a) =
∞∑
n=0

1

(n+ a)
s , (138)

其中a为一常数，不等于负整数，而Re(s) > 1，为简单起见，我们将假设a为实数，满足0 < a ≤ 1，并取arg (n+ a) = 0。

显然，ζ (s) = ζ (s, 1)。

由

(n+ a)
−s

Γ (s) =

∫ ∞

0

xs−1e−(n+a)xdx, (139)

得

Γ (s) ζ (s, a) =

∫ ∞

0

xs−1e−ax

1− e−x
dx, (140)

这个结果在a是负数时也成立，只要Re(a) > 0，同时Re(s) > 1，这分别是积分在下限及上限收敛的条件。

用前面围道积分的方法可以证明

ζ (s, a) = −Γ (1− s)

2πi

∫ (0+)

∞

(−z)s−1
e−az

1− e−z
dz, (141)

其中|arg (−z)| < π，围道内不含被积函数的奇点z = 2πni (n = ±1,±2, · · · )。(141)式中的积分是一个对一切s值解析的单值

函数，因此在(141)式中可以取消Re(s) = σ > 1的限制。这个结果在a为复数时也成立，只要Re(a) > 0。

由(141)式看出，ζ (s, a)为奇点只能是Γ (1− s)的奇点，这就是s = 1, 2, · · ·n，而且这些点都是一阶极点。但是我们已
知ζ (s, a)在Re(s) > 1时没有奇点，因此ζ (s, a)的唯一奇点式s = 1处的一阶极点。当s = 1时，(114)式中的积分为

1

2πi

∫ (0+)

∞

e−az

1− e−z
dz, (142)

这等于被积函数在z = 0出的留数，等于1，故得

lim
s→1

ζ (s, a)

Γ (1− s)
= −1. (143)

令Γ (1− s)在s = 1处的留数为-1，故ζ (s, a)在s = 1处的留数为1。

3.2 ζ函数的函数方程

Hurwitz证明了下列公式

ζ (s, a) =
2Γ (1− s)

(2π)
1−s

{
sin

sπ

2

∞∑
n=1

ns−1 cos (2nπa) + cos
sπ

2

∞∑
n=1

ns−1 sin (2nπa)

}
, (144)

这个式子右方的级数在Re(s) < 0的条件下收敛。

为了真名这个结果，考虑一围道C为一以原点为中心的圆，半径为(2N + 1)π，N为正整数。在C与上一部分(141)式的

积分围道之间，被积函数(−z)s−1
e−az (1− e−z)

−1
除一阶极点±2nπi (n = 1, 2, · · · , N)外都是单值解析的，故有

1

2πi

∫
C

(−z)s−1
e−az

1− e−z
dz − 1

2πi

∫ (0+)

∞

(−z)s−1
e−az

1− e−z
dz =

N∑
n=1

(Rn +R′
n) ,

其中Rn和R
′
n分别为z = 2nπi和z = 2nπi处的留数。在−z = 2nπe±πi/2处的留数为

(
2nπe±πi/2

)s−1
e±2nπai，故

Rn +R′
n = (2nπ)

s−1
2 sin

(sπ
2

+ 2nπa
)
.
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现设0 < a ≤ 1Re(s) < 0，就可以找到一个与N无关的正数K，使在C上
∣∣∣e−az (1− e−z)

−1
∣∣∣ < K。于是得∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
C

(−z)s−1
e−az

1− e−z
dz

∣∣∣∣∣ < K

2π

∫ π

−π

∣∣[(2N + 1)π]
s
eisθ
∣∣ dθ < K [(2N + 1)π]

σ
eπ|s|,

其中σ = Re(s)。当σ < 0时，右方N → ∞时趋于零。这样就得到了要证明的(144)式。

在(144)式中令a = 1，并将s改为1− s，得

ζ (1− s) = 2 (2π)
−s

Γ (s) cos
sπ

2
ζ (s) . (145)

这就是ζ函数的函数方程。这个式子的两方都是除了孤立的极点外的解析函数，不受σ < 0或者是σ > 1的限制。这个公式指

出s = −2m (m = 1, 2, · · · )是ζ (s)的零点。
由1.6公式(40)得

cos
sπ

2
= sin

(1− s)π

2
=

π

Γ
(
1−s
2

)
Γ
(
1+s
2

) , (146)

又由1.7公式(55)有

Γ (s) = π−1/22s−1Γ
(s
2

)
Γ

(
s+ 1

2

)
, (147)

代入(145)式，得

π−s/2Γ
(s
2

)
ζ (s) = π− 1−s

s Γ

(
1− s

2

)
ζ (1− s) . (148)

从这个公式更容易看出s = −2m (m = 1, 2, · · · )是ζ (s)的零点。

3.3 s为整数时ζ (s, a)之值

若s为负整数−n，则3.1中积分(141)的被积函数(−z)s−1
e−az (1− e−z)

−1
为单值函数，故积分等于原点的留数。这个留

数可以利用下列级数求出

− ze−az

e−z − 1
=

∞∑
v=0

(−z)v

v!
φv (a) ,

其中φv (a)是伯努利多项式。由此得

ζ (−n, a) = −φn+1 (a)

n+ 1
. (149)

该公式对于实部大于零的复数a也成立(见3.1)。

令a = 1，得

ζ (−n) = −φn+1 (1)

n+ 1

. 因此，得

ζ (0) = −1

2
, ζ (−2m) = 0,

ζ (1− 2m) =
(−1)

m
Bm

2m
(m ≥ 1) . (150)

应用3.2公式(145)，得

ζ (2m) =
22m−1π2mBm

(2m)!
. (151)

3.4 与Γ函数的联系

现在利用Hermite公式

ζ (s, a) =
a−s

2
+
a1−s

s− 1
+ 2

∫ ∞

0

(
a2 + y2

)− s
2 sin sθ

e2πy − 1
dy, θ = arctan (y/a) . (152)

求出ζ (s, a)(这里不作证明)和 ∂
∂sζ (s, a)当s→ 0时的值，并求出ζ函数与Γ函数的联系。在(152)式中令s = 0，得

ζ (0, a) =
1

2
− a. (153)

这个结果已在前面得到过。
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在(152)式中令s = 2，得(因θ = arctan (y/a))

ζ (2, a) =
1

2a2
+

1

a
+

∫ ∞

0

2 sin 2θ

a2 + y2
dy

e2πy − 1
(154)

= ζ (2, a) =
1

2a2
+

1

a
+

∫ ∞

0

4ay

(a2 + y2)
2

dy

e2πy − 1
; (155)

右方是在区域Re(a) > 0中的解析函数，因为其中的积分在这区域内的任意一闭区域是一致收敛的。

由1.8(81)式求微商，得

ψ′ (z) =

∞∑
n=0

1

(z + n)
2 = ζ (2, z) (156)

=
1

2z2
+

1

z
+

∫ ∞

0

4zy dy

(y2 + z2)
2
(e2πy − 1)

, (157)

其中Re(z) > 0，对z求积分一次，得

ψ (z) = C − 1

2z
+ ln z −

∫ ∞

0

2y dy

(y2 + z2) (e2πy − 1)
, (158)

其中C是积分常数。要想要求C，可注意当z是实数时，这式中的积分值为O
(
z−2

)
，因为∣∣∣∣∫ ∞

0

2y dy

(y2 + z2) (e2πy − 1)

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

0

2y dy

|z|2 (e2πy − 1)
.

又由1.8(74)式可证明|z| → ∞时，∣∣∣∣ψ (z) +
1

2z
− ln z

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−ztdt

∣∣∣∣ = O
(
z−2

)
(参看1.9(91)式的证明中关于类似积分的估计)。因此，令z → ∞，即见C = 0，而有

ψ (z) = ln z − 1

2z
−
∫ ∞

0

2y dy

(y2 + z2) (e2πy − 1)
. (159)

再求积分一次，得

ln Γ (z) = C + z ln z − z − 1

2
ln z + 2

∫ ∞

0

arctan (y/z)

e2πy − 1
dy,

其中C是积分常数。按照前面的结果，此式中的积分，当z为实数→ ∞时，其值为O(z−1)。又由1.8(84)式有∣∣∣∣ln Γ (z)−
(
z − 1

2

)
ln z + z − 1

2
ln (2π)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−zt

t
dt

∣∣∣∣ = O
(
z−1

)
,

故C = 1
2 ln (2π)，而有

ln Γ (z) =

(
z − 1

2

)
ln z − z +

1

2
ln (2π) + 2

∫ ∞

0

arctan (y/z)

e2πy − 1
dy, (160)

其中Re(z) > 0, arctanu =
∫ u
0
dt/
(
1 + t2

)
，积分路线为0到u的直线。公式(160)称为Binet第二公式(1.8(85))。在(152)式中

令s→ 1，得

lim
s→1

{
ζ (s, a)− 1

s− 1

}
= lim
s→1

a1−s − 1

s− 1
+

1

2a
+

∫ ∞

0

2y dy

(a2 + y2) (e2πy − 1)
. (161)

用公式(159)，得

lim
s→1

{
ζ (s, a)− 1

s− 1

}
= −ψ (a) = −Γ′ (a)

Γ (a)
. (162)

对(152)式求微商
∂

∂x
ζ (s, a) = −a

−s

2
ln a− a1−s

s− 1
ln a− a1−s

(s− 1)
2

+2

∫ ∞

0

{
θ cos sθ − 1

2
ln
(
a2 + y2

)
sin sθ

} (
s2 + y2

)−s/2
e2πy − 1

dy. (163)

令s = 0，得 {
∂

∂x
ζ (s, a)

}
s=0

=

(
a− 1

2

)
ln a− a+ 2

∫ ∞

0

arctan (y/a)

e2πy − 1
dy.
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用公式(160)，得 {
∂

∂x
ζ (s, a)

}
s=0

= lnΓ (a)− 1

2
ln (2π) . (164)

在(162)式中令a = 1，用1.8(69)，得

lim
s→1

{
ζ (s)− 1

s− 1

}
= −ψ (1) = γ. (165)

在(164)式中令a = 1，得

ζ ′ (0) = −1

2
ln (2π) . (166)

3.5 ζ函数的欧拉乘积

设σ = Re(s) > 1，令p表示质数，p = 2, 3, 5, · · ·。由ζ (s)的级数求得

ζ (s)
(
1− 2−s

)
= 1 +

1

3s
+

1

5s
+

1

7s
+ · · · , (167)

在右方级数Σn−s中n等于2的倍数项不出现。同样，得

ζ (s)
(
1− 2−s

) (
1− 3−s

)
= 1 +

1

5s
+

1

7s
+ · · · ,

在右方的级数中n等于2和3的倍数项不出现。照此做下去，得

ζ (s)
(
1− 2−s

) (
1− 3−s

)
· · ·
(
1− p−s

)
= 1 + Σ′n−s, (168)

在右方级数中n从大于p的质数开始，而所有2, 3, · · · p的倍数项都不出现。现令p→ ∞，由于σ > 1，得欧拉乘积为∏
p

(
1− 1

ps

)
=

1

ζ (s)
. (169)

这个式子的左方σ = Re(s) > 1时收敛，因此ζ (s)在σ > 1处没有零点。在3.2中证明了s = −2m(m = 1, 2, · · · )是ζ (s)的
零点，同时应用现在的结果到3.2(145)式，得知当σ < 0时，除s = −2m外无其他零点，所有其他可能的零点只能在处

于0 ≤ σ ≤ 1区间内。黎曼曾经提出过假设，在此区间的零点全位于σ = 1/2线上，但没有得到证明，这就是著名的黎曼猜

想.

3.6 ζ函数的黎曼积分

从Γ函数的定义很容易看出

n−sπ−s/2Γ
(s
2

)
=

∫ ∞

0

e−n
2πxx

s
2−1dx. (170)

引进函数ϖ (x):

ϖ (x) =
∞∑
n=1

e−n
2πx. (171)

用(170)，得

ζ (s)π−s/2Γ
(s
2

)
=

∫ ∞

0

ϖ (x)x
s
2−1dx. (172)

由已知公式(这里不做证明)

1 + 2ϖ (x) = x−1/2

{
1 + 2ϖ

(
1

x

)}
. (173)

在(172)式中的积分分为两段，一段为(0, 1)，一段为(1,∞)，在第一段积分中用(173)式，得

ζ (s)π−s/2Γ
(s
2

)
=

∫ 1

0

{
−1

2
+

1

2
x−1/2 + x−1/2ϖ

(
1

x

)}
x

s
2−1dx+

∫ ∞

1

ϖ (x)x
s
2−1dx (174)

= −1

s
+

1

s− 1
+

∫ ∞

1

ϖ (t) t
1−s
2 −1dt+

∫ ∞

1

ϖ (x)x
s
2−1dx (175)

=
1

s (s− 1)
+

∫ ∞

1

(
xs/2 + x

1−s
2

)
ϖ (x)

dx

x
, (176)

或

s (s− 1) ζ (s)π−s/2Γ
(s
2

)
= 1 + s (s− 1)

∫ ∞

1

(
xs/2 + x

1−s
2

)
ϖ (x)

dx

x
. (177)
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令s = 1
2 + it , ξ (t) = 1

2s (s− 1) ζ (s)π− s
2Γ
(
s
2

)
,用(177)式，得

ξ (t) = −1

2

(
1

4
+ t2

)
ζ

(
1

2
+ it

)
π− 1

4−
it
2 Γ

(
1

4
+
it

2

)
(178)

=
1

2
−
(
t2 +

1

4

)∫ ∞

1

x−3/4ϖ (x) cos

(
t

2
lnx

)
dx. (179)

将cos v的展开式cos v =
∑∞
n=0 (−1)

n
v2n/ (2n)!代入(179)式积分中，求积分，得

ξ (t) =
∞∑
n=0

ant
2n, (180)

其中

a0 =
1

2
− b0

4
, an =

(−1)
n

(2n)!

{
2n (2n− 1) bn−1 −

bn
4

}
(n ≥ 1) ,

bn =

∫ ∞

1

(
1

2
lnx

)2n

x−3/4ϖ (x) dx.

3.7 Γ函数的渐进展开式的又一导出法

由1.5(33)式得

e−γzΓ (a)

Γ (z + a)
=
(
1 +

z

a

) ∞∏
n=1

{(
1 +

z

a+ n

)
e−z/n

}
.

取对数主值，并展开为级数，得

ln
e−γzΓ (a)

Γ (z + a)
=

∞∑
m=1

(−1)
m−1

zm

mam
+

∞∑
n=1

[ ∞∑
m=1

(−1)
m−1

zm

m (a+ n)
m − z

n

]
(181)

=
z

a
+

∞∑
m=2

(−1)
m−1

zm

mam
+

∞∑
n=1

[ ∞∑
m=2

(−1)
m
zm

m (a+ n)
m − az

n (n+ a)

]
(182)

=
z

a
−

∞∑
n=1

az

n (n+ a)
+

∞∑
m=2

(−1)
m

m
zmζ (m, a) . (183)

用1.8公式(61)，得

ln
Γ (z + a)

Γ (a)
= zψ (a)−

∞∑
m=2

(−1)
m−1

m
zmζ (m, a) . (184)

考虑下列积分
1

2πi

∫
C

zsΓ (s) Γ (−s) ζ (s, a) ds = − 1

2πi

∫
C

πzs

s sinπs
ζ (s, a) ds.

积分围道C为直线σ = 3/2加上在这直线之右的半圆，圆心为s = 3/2，半径为N。这个积分等于在围道C内各极点的留数之

和，极点为s = m = 2, 3, · · ·，所以留数之和就是(184)式右方的级数在半圆上ζ (s, a) = O (1)，因为代表ζ (s, a)的级数在其

上是收敛的。又|zs| = |z|σ e−t arg z, (s = σ + it)，故被积函数是O
{
|z|σ e−π|t|−t arg z

}
。因此，当|z| < 1，而且|arg z| < π时，

沿半圆的积分值随N → ∞而趋于零，而剩下的沿直线σ = 3/2的积分：

ln
Γ (z + a)

Γ (a)
= zψ (a) +

1

2πi

∫ 3
2+∞i

3
2−∞i

zsΓ (s) Γ (−s) ζ (s, a) ds. (185)

右方的积分对于一切z值是解析的只要|arg z| < π，因此这式不受条件|z| < 1的限制。

可以证明(详见Whittaker and Watson (1927)，p.277)，当R→ ∞时∫ 3
2±Ri

−n− 1
2±Ri

πzs

s sinπs
ζ (s, a) ds→ 0

(
n ∈ N+

)
,

故(185)式可转化为

ln
Γ (z + a)

Γ (a)
= zψ (a)− 1

2πi

∫ −n− 1
2+∞i

−n− 1
2−∞i

πzs

s sinπs
ζ (s, a) ds+

n∑
m=−1

Rm, (186)

其中Rm为函数−πzs/ (s sinπs)在s = −m处的留数，当|z|大时，可以证明(186)式中的积分为O
(
|z|−n−1/2

)
(见Whittaker

and Watson (1927)，p.277).因此

ln
Γ (z + a)

Γ (a)
= zψ (a) +

n∑
m=−1

Rm +O
(
|z|−n−

1
2

)
. (187)
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当m > 0时，留数为

Rm =
(−1)

m

m
z−mζ (−m, a) = (−1)

m−1
z−mφm+1 (a)

m (m+ 1)
,

最后一步用了3.3(149)式，其中φm+1 (a)是伯努利多项式。

要求R0，把(186)式中的被积函数在s = 0处展开为

− 1

s2

(
1 +

π2s2

6
+ · · ·

)
(1 + s ln z + · · · )× {ζ (0, a) + sζ ′ (0, a) + · · · } ,

用3.4(153)，(164)两式，即得

R0 = −ζ (0, a) ln z − ζ ′ (0, a) =

(
a− 1

2

)
ln z − ln Γ (a) +

1

2
ln (2π) .

类似地，要求R−1，可以把被积函数在s = 1处展开(利用3.4(162)式)(y = s− 1)

(
1− y + y2 + · · ·

) 1
y

(
1 +

π2y2

6
+ · · ·

)
× z (1 + y ln z + · · · )

(
1

y
− ψ (a) + · · ·

)
,

得

R−1 = z {ln z − ψ (a)− 1} .

把这些结果代入(187)，最后得

ln Γ (z + a) =

(
z + a− 1

2

)
ln z − z +

1

2
ln (2π) +

n∑
m=1

(−1)
m−1

φm+1 (a)

m (m+ 1) zm
+O

(
z−n−1

)
, (188)

其中|arg z| < π。(188)式最后一项O
(
z−n−1

)
是根据前项的递减规律写出来的，比(187)式末项的估计更精确些。

3.8 ζ函数的计算

设f (z)是a点到z点的直线上的解析函数，φ (t)是t的任意n次多项式，则有

φ(n) (0) {f (z)− f (a)} =

n∑
m=1

(−1)
m−1

(z − a)
m
{
φ(n−m) (1) f (m) (z)− φ(n−m) (0) f (m) (a)

}
+(−1)

n
(z − a)

n+1
∫ 1

0

φ (t) f (n+1) [a+ (z − a) t] dt. (189)

这就是达布公式。在达布公式中令φ (t) = φn (1− t)，又令f (z) = (s− 1)
−1

(z + 1)
1−s
，a = 0，得(设σ = Re(s) > 1)

1

s− 1

[
1

(z + 1)
s−1 − 1

]
= − 1

s− 1

n∑
m=1

(
1− s

m

)
zm

[
φm

(z + 1)
s+m−1 − φm (1)

]

+
n+ 1

s− 1

(
1− s

n+ 1

)
zn+1

∫ 1

0

φn (1− t) · (zt+ 1)
−s−n

dt = −z
2

[
1

(z + 1)
s + 1

]

− 1

s− 1

n∑
m=2

(
1− s

m

)
zm · φm

[
1

(z + 1)
s+m−1 − 1

]

+
n+ 1

s− 1

(
1− s

n+ 1

)
zn+1

∫ 1

0

φn (1− t) (zt+ 1)
−s−n

dt.

令z = 1/x，并把n换成2n，得

1

(x+ 1)
s =

1

s− 1

[
1

xs−1
− 1

(x+ 1)
s−1

]
− 1

2

[
1

xs
− 1

(x+ 1)
s

]

+
1

s− 1

n∑
m=1

(
1− s

2m

)
(−1)

m−1
Bm

[
1

xs+2m−1
− 1

(x+ 1)
s+2m−1

]

− (s)2n

∫ 1

0

P2n (1− t)

(t+ x)
s+2n dt.
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把x换成x+ p，对p从0到∞求和，得

ζ (s, x+ 1) =
1

s− 1

1

xs−1
− 1

2xs
+

1

s− 1

n∑
m=1

(
1− s

2m

)
(−1)

m−1
Bm

xs+2m−1

− (s)2n

∫ ∞

0

P2n (1− t)

(t+ x)
s+2n dt, (190)

其中Bm是伯努利数，Pλ (y)是周期为1的函数，当0 ≤ y < 1时，Pλ (y) = φλ (y) /λ!。

在(189)式中令x = k(正整数)，则因

ζ (s, k + 1) =
∞∑
r=0

1

(r + k + 1)
s =

∞∑
r=k+1

1

rs
= ζ (s)−

k∑
r=1

1

es
,

故有

ζ (s) =

k∑
r=1

1

rs
+

1

s− 1

1

ks−1
− 1

2ks

+
1

s− 1

n∑
m=1

(
1− s

2m

)
(−1)

m−1
Bm

ks+2m−1
− (s)2n

∫ ∞

0

P2n (1− t)

(t+ k)
s+2n dt. (191)

这个公式可以用来计算ζ函数的值。(190)式和(191)式中的积分在σ = Re(s) > −2n时收敛。

4 相关函数及公式

4.1 Stirling公式

对于充分大得n，为了大致估计n!的行为，把lnn换成
∫ n−1/2

n+1/2
lnxdx，所以由定积分定义得

ln 2 + ln 3 + · · ·+ ln (n− 1) +
1

2
lnn+ δn =

∫ n

1

lnxdx = n lnn− n+ 1,

即

ln (n− 1)! =

(
n− 1

2

)
lnn− n+ 1− δn,

从而有

Γ (n) = (n− 1)! = nn−1/2e−ne1−δn .

误差δn = α1 − β2 + α2 − β3 + · · · − βn是交错级数，其项单调递减，当n→ ∞时，它收敛。
事实上，lnx的图像是向上凸起的，因此它在切线的下方，弦在上方。于是βi > αi , αi > βi+1。且当n → ∞时，

αn → 0 , βn → 0。

因此，当n→ ∞时，δn → δ，此时令δ = δn + µ (n)，e1−δ = a，有

Γ (n) = ann−
1
2 e−neµ(n), (192)

lim
n→∞

µ (n) = 0. (193)

上面的常数a可以简单地通过下面的Wallis公式(见1.6)求得

√
π = lim

n→∞

(n!)
2
22n

(2n)!
√
n
,

即把(192)代入到上面的等式之中，并利用(193)得

√
π = lim

n→∞

n2a2n2n−1e−2n22n

2na (2n)
2n− 1

2 e−2n
√
n
=

a√
2
.

所以

a =
√
2π.

把(192)两边乘以n，得

n! ∼
√
2πnn+

1
2 e−n.
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这就是我们在1.9提到过的Stirling公式。

很容易就得到了Stirling公式，(192)对于任意的实数成立。其中Γ (s) =
√
2πss−

1
2 e−seµ(s) s > 0

µ (s) = θ
12s 0 < θ < 1

(194)

下面对此加以验证，如果设(194)成立，则把(194)代入Γ (s+ 1) = sΓ (s)得到

µ (s)− µ (s+ 1) =

(
s+

1

2

)
ln

(
1 +

1

s

)
− 1.

把上式右边记作λ (s)，s分别换成s+ 1, s+ 2, · · ·代入并加起来得

µ (s)− µ (s+ n+ 1) =

n∑
ν=0

λ (s+ ν) . (195)

而在公式
1

2
ln

1 + x

1− x
= x+

x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ x2n+1

2n+ 1
+ · · · . (196)

中设s = 1/ (2s+ 1)，有
1

2
ln

(
1 +

1

s

)
=

1

2s+ 1
+

1

3 (2s+ 1)
3 +

1

5 (2s+ 1)
5 + · · · ,

上式两边乘以2s+ 1再减去1，有

λ (s) =

(
s+

1

2

)
ln

(
1 +

1

s

)
− 1 =

1

3 (2s+ 1)
2 +

1

5 (2s+ 1)
4 + · · · , (197)

从而有

0 < λ (s) <
1

3 (2s+ 1)

(
1 +

1

(2s+ 1)
2
+ · · ·

)
=

1

12s (s+ 1)
=

1

12s
− 1

12 (s+ 1)
. (198)

所以当n→ ∞时，(195)右边的级数收敛。从而当µ (s) → 0时，有

µ (s) =

∞∑
n=0

λ (s+ n) . (199)

因此由(198)得

µ (s) =
θ

12s
, 0 < θ < 1.

但是，根据(199)确定µ (s)时，(194)式必须成立，对此给出验证是关键。为此利用(199)的µ (s)，设

f (s) = ss−
1
2 e−seµ(s)

由前面的计算可知

f (s+ 1) = sf (s)

而由

ln f (s) =

(
s− 1

2

)
ln s− s+ µ (s)

得
d2

ds2
ln f (s) =

1

s
+

1

2s2
+ µ′′ (s) .

由(197)和(199)式可知µ′′ (s) > 0。即ln f (s)是凸函数。因此存在某个常数因子a，满足

Γ (s) = af (s)

即

Γ (s) = ass−
1
2 e−seµ(s).

当s = n是自然数时计算得到常数a =
√
2π。即证明了(194)。

[附记] 在Stirling公式

Γ (s) =
√
2πss−

1
2 e−seµ(s)
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中

µ (s) =
∞∑
n=0

{(
s+ n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

s+ n

)
− 1

}
, (200)

为了计算µ (s)，要使用下面的公式：

µ (s) =
B1

1× 2

1

s
− B2

3× 4

1

s3
+ · · ·+ (−1)

n−1

(2n− 1) 2n

θ

s2n−1
, , 0 < θ < 1, (201)

Bn是伯努利数。上式中只有最后一项例外，它乘以一个小于1的系数θ。把上式继续下去，形成一个无穷级数，它虽然不收

敛，但对应于s，适当地确定n使得剩余项变小，还是可以利用它进行计算的。

下面证明(201)。

λ (s) =

(
1 +

1

2

)
ln

(
s+

1

s

)
− 1 =

∫ 1

0

1
2 − x

x+ s
dx.

把上面等式代入到(200)中得

µ (s) =
∞∑
n=0

∫ 1

0

1
2 − x

x+ n+ s
dx.

此时令 
φ (x) = 1

2 − x (0 < x < 1)

φ (0) = 0

φ (x+ 1) = φ (x) (x ≤ 0, 1 ≤ x)

定义φ (x)是周期为1得函数，则有

µ (s) =

∞∑
n=0

∫ 1

0

φ (x) dx

x+ n+ s
=

∞∑
n=0

∫ n+1

n

φ (x) dx

x+ s
=

∫ ∞

0

φ (x) dx

x+ s
. (202)

把φ (x)展开成三角级数。即

φ (x) = 2

∞∑
ν=1

sin 2νπx

2νπ
.

此时，令 φ2n (x) = (−1)
n−1

2
∑∞
ν=1

cos 2νπx
(2νπ)2n

,

φ2n+1 (x) = (−1)
n+1

2
∑∞
ν=1

sin 2νπx
(2νπ)2n+1 ,

(203)

则有

φ1 (x) = −φ (x) . (204)

如果n > 1，φn (x)一致收敛，而且

φ′
n+1 (x) = φn (x) . (205)

如果n = 1，在不包括φ1 (x)的不连续点(x = 0,±1,±2, · · · )的闭区域内(205)成立。

另外，由(203)可得 φ2n+1 (0) = 0,

φ2n (0) =
(−1)n−12

(2π)2n

∑∞
ν=1

1
ν2n = (−1)n−1Bn

(2n)! .
(206)

利用(205)，反复进行分部积分得∫
φ1 (x) dx

x+ s
=
φ2 (x)

x+ s
+

φ3 (x)

(x+ s)
2 +

2φ4 (x)

(x+ s)
3 + · · ·+ (2n− 2)!

∫
φ2n−1 (x) dx

(x+ s)
2n−1 .

利用

µ (s) =

∫ ∞

0

φ (x) dx

x+ s
= −

∫ ∞

0

φ1 (x) dx

x+ s

φ2 (0)

s
+
φ3 (0)

s2
+

2φ4 (0)

s3
+ · · · − (2n− 2)!

∫
φ2n−1 (x) dx

(x+ s)
2n−1 .

把(206)代入，除了剩余项之外，其他各项都与(201)一致。即

µ (s) =
B1

1× 2

1

s
− B2

3× 4

1

s3
+ · · ·+ (−1)

n−2
Bn−1

(2n− 2) (2n− 3)

1

s2n−3
+R2n−2, (207)
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其中

R2n−2 = − (2n− 2)!

∫
φ2n−1 (x) dx

(x+ s)
2n−1 .

为了把上式中的剩余项变为(201)中的形式，把R2n−2的右边得积分在进行一次分部积分∫
φ2n−1 (x) dx

(x+ s)
2n−1 =

−φ2n (0)

s2n−1
+ (2n− 1)

∫ ∞

0

φ2n (x) dx

(x+ s)
2n (208)

= (2n− 1)

∫ ∞

0

φ2n (x)− φ2n (0)

(x+ s)
2n dx. (209)

由(203)知，这个积分的符号是(−1)n。即R2n−2的符号等于(−1)n−1。在(207)中把n换成n+ 1得

R2n−2 =
(−1)

n−1
Bn

(2n− 1) · 2n
1

s2−1
+R2n. (210)

如上所述，R2n−2与R2n的符号相反，所以

R2n−2 =
(−1)

n−1
Bn

(2n− 1) · 2n
θ

s2−1
, (0 < θ < 1) . (211)

把上式代入(207)得到(201)。

由(210)导出(211)是关键。在a = b + c中，如果a与c符号相反，则0 < a/b < 1。举一个简单的例子，选取较小

的B4 = 1/30，在(201)中代入n = 4得

µ (s) =
1

12s
− 1

360s3
+

1

1260s5
− θ

1680s7
.

因此，s ≥ 4
(
47 = 16384

)
时，剩余项的绝对值比1

2 × 10−7小。因此取这个式子的前三项以及区间4 ≤ s < 5内的µ (s)，根

据(194)可以计算ln Γ (s)到小数点后6位。然后再根据Γ (s)的函数方程，可以以相同的精度求得区间1 ≤ s < 2的Γ (s)。

[注意] (203)给出了伯努利多项式得傅里叶级数展开。即

Bn (x) = n!φn (x) , 0 < x < 1.

当n = 1时，B1 = x− 1/2 = φ1 (x)。其他可利用B
′
n (x) = nBn−1 (x)(此处不作证明)以及(205)由归纳法求得。

4.2 K函数

K函数是hyper阶乘函数在复数上的扩展，如同Γ函数是阶乘函数在复数上的扩展。K函数的定义为：

K (z) = (2π)
(−z−1)/2

exp

[(
z

2

)∫ z−1

0

ln (t!) dt

]
. (212)

还可以写成闭合形式：

K (z) = exp [ζ ′ (−1, z)− ζ ′ (−1)] .

其中ζ ′ (z)表示黎曼ζ函数的导函数，而ζ ′ (a, z)则表示赫维茨ζ函数的导函数，即

ζ ′ (a, z) =

[
dζ (s, z)

ds

]
s=a

.

另一种使用多伽玛函数的表示形式是：

K (z) = Aeψ(−2,z)+ z2−z
2 .

其中A表示Glaisher常数.

K函数与Γ函数和巴尼斯G函数关系密切。对于自然数n，我们有：

K (n) =
(Γ (n))

n−1

G (n)
.

还可以更简单地写为：

K (n+ 1) = 112233 · · ·nn.

前几项为：1、4、108、27648、86400000、4031078400000、3319766398771200000……
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4.3 巴尼斯G函数

巴尼斯G函数是超级阶乘函数(这里不作说明)在复数上的扩展。它与Γ函数，K函数以及Glaisher常数有关。以数学家

欧尼斯特·巴尼斯(Ernest William Barnes)的名字命名。巴尼斯G函数可以通用魏尔施特拉斯分解定理的形式定义为：

G (z + 1) = (2π)
z/2

e−[z(z+1)+γz2]/2
∞∏
n=1

[(
1 +

z

n

)n
e−z+z

2/(2n)
]
. (213)

4.3.1 差分方程、函数方程与特殊值

巴尼斯G函数满足差分方程

G (z + 1) = Γ (z)G (z) .

特殊地，G(1) = 1。从此方程可推出G取整数自变量时有：

G (n) =

0 if n = 0,−1,−2, · · ·∏n−2
i=0 i! if n = 1, 2, · · ·

因此，

G (n) =
(Γ (n))

n−1

K (n)
.

另外，在满足条件 d3

dx3G (x) ≥ 0时，差分方程唯一确定一个G函数。

由G函数的差分方程和Γ函数的函数方程可以得到(由Hermann Kinkelin提出)：

G (1− z) = G (1 + z)
1

(2π)
z exp

∫ z

0

πx cotπxdx.

4.3.2 乘法公式

与Γ函数一样，G函数也有其乘法公式：

G (nz) = K (n)nn
2z2/2−nz (2π)

−n2−n
2 z

n−1∏
i=0

n−1∏
j=0

G

(
z +

i+ j

n

)
. (214)

其中K是一个常数，定义为：

K (n) = e−(n
2−1)ζ′(−1) · n 5

12 · (2π)(n−1)/2
=
(
Ae−

1
12

)n2−1

· n 5
12 · (2π)(n−1)/2

.

lnG (z + 1)可渐近展开为(由巴尼斯提出)：

lnG (z + 1) =
1

12
− lnA+

z

2
ln (2π) +

(
z2

2
− 1

12

)
ln z

−3z2

4
+

N∑
k=1

B2k+2

4k (k + 1) z2k
+O

(
1

z2N+2

)
.

其中Bk为伯努利数，需要注意的是，在巴尼斯的时代，伯努利数B2k习惯写成(−1)
k+1

Bk。

5 结语

阶乘，这么一个简单的基于整数的数学概念，俨然是一座冰山，我们日常看到的只是它浮在水面上的一角。而数学家

们眼光犀利，看出这座山并非只有整数的一角，他们逐步地深入挖掘探索，挖出了神奇的伽马函数，把深藏在冰山下的实

数域、复数域、甚至有限域都给挖了出来。而挖掘出来的伽玛函数真是一个魔术师，它跨越了人们的直觉想象，使得许多

数学概念能够神奇地从整数延拓到分数；而伽玛函数同时又在现代数学的各个分支中表演着自己的神奇技艺。有许多人认

为数学的概念是静态的：这些数学概念产生于历史上某一个时刻，某一位数学大家之手，之后就几乎一成不变了。对于大

多数非数学专业的人而言，这种感觉貌似很自然，毕竟普通读者所接触的几何、代数、微积分这些数学知识都已经体系成

熟，存在了几百甚至上千年。然而数学的发展其实是先有探索的阶段，然后才有逻辑与体系，只是我们的数学课本历来偏

重后者而忽视前者。而如果我们对数学知识的探索过程有所了解的话，会发现这些探索也犹如冰山掩藏在水面之下的部分，

甚至比露出的尖角还更具魅力。
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这个函数在数学上魅力独特，不仅能够被一个理科本科生很好的理解，它本身又足够的深刻，具有很多漂亮的数学性

质，历史上吸引了众多一流的数学家对它进行探索研究。美国数学家Philip J.Davis 在1959年在《美国数学月刊》上发表了

一篇很有名的介绍伽玛函数的文章，文中对伽玛函数一些特性发现的历史进行了详细的描述，这篇文章获得了Chauvenet

Prize(美国数学会颁发的数学科普奖)。他在文中最后总结道：

Each generation has found something of interest to say about the gamma function. Perhaps the next generation will

also. (每一代人都发现了一些伽马函数的有趣性质，也许下一代人也会有所发现。)

―Philip J.Davis
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