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!!"

!!!!

!!

当周长
!

为定值时!如果矩形的长是
"

!宽就是!!""

"

!矩形的面积
#

随着它的长
"

变化而变化!即矩形的面积
#

是关于它的长
"

的函数!其函数关系式为
#

#

!!""

"

"

!整理
得
#

#!"

"

$

!

"

"

"其中
!

为常数#!可以看出!该函数表达式的自变量的最高次数是
"

!不
是过去学习过的一次函数了

$

!!

现实生活及数学中大量存在类似的函数关系!这类函数的表达式都可以化成
#

#

!"

"

$%"$&

"其中
!

!

%

!

&

均为常数!

!

"

%

#的形式!为了便于研究这一类函数!我们把表达
式中自变量的最高次数是

"

的函数称为二次函数
$

二次函数是一种很常见且十分重要的
函数!是以后进一步学习数学$物理$化学的重要基础

$

!!

在一次函数和反比例函数的学习中!我们初步知道研究函数的一些基本思路!讨论
一次函数和反比例函数的图象和性质!用一次函数和反比例函数解决一些实际问题!用
函数的观点看方程"组#

$

研究一次函数和反比例函数的性质!我们主要研究函数的自变
量和函数值的取值范围$函数值

#

随自变量
"

的变化情况$函数图象的对称性等几个方
面

$

类似地!对二次函数的学习中!我们也将研究这些问题
$
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本章学习中我们将认识一种新的曲线%%%抛物线
$

二次函数的图象是抛物线
$

水平
抛出的物体的运行轨迹$投掷出的铅球的运行轨迹$发射出的炮弹的运行轨迹$某些拱桥
的纵截面$悬索桥的拉索等等!都可以近似地看成抛物线!我们都可以借助二次函数来研
究这些问题

$

二次函数的图象和性质是本章的重点!也是本章的难点
$

!$

回顾一次函数和反比例函数的知识
在一次函数和反比例函数的学习中!我们学习了给定自变量的值求函数值!根据函

数值求相应自变量的值!用描点法画函数的图象!根据函数的图象直观地看出函数的性
质!根据给定的条件求函数的解析式等相关知识

$

这些知识和方法均可以迁移到二次函
数的学习之中!是学好二次函数的基础

$

"$

用好一次函数和反比例函数学习中积累的经验
研究函数主要研究它的性质!而对于函数的性质!主要研究如下几个方面&函数自变

量的取值范围!函数值的变化范围!函数值随自变量的增大"减小#而增大或减小情况!函
数图象的对称性!等等

$

研究这些性质时我们不仅可以借助代数运算!更要借助图象直观
地归纳函数的性质

$

根据给定条件求函数的表达式也是函数学习的重要内容
$

对于一次函数!因为其表
达式

#

#'"$%

中有两个常数
'

和
%

需要确定!所以只要有两个条件就可以用待定系数
法求得表达式'对于反比例函数

#

#

'

"

!因为只有一个常数
'

需要确定!所以只需要一个
条件就可以用待定系数法求得表达式

$

类似地!我们也可以根据给定的条件!用待定系数
法求得二次函数的表达式

$

值得一提的是!根据给定的条件!在平面直角坐标系中确定一次函数和反比例函数
的大致位置和形状是研究函数问题的重要方法和手段!这些方法和手段也将用在二次函
数的学习之中

$

总之!一次函数和反比例函数学习中积累的经验在二次函数学习中都非常有用!要
善于总结用好这些已有的经验

$

#$

注重数与形的结合
数形结合是研究函数问题的最重要的方法

$

数学家华罗庚曾说过&(数缺形时少直
观!形缺数时难入微)

$

借助图象的直观可以很好地发现函数值随自变量变化而变化的规
律!但是不通过代数运算就不可以精确地刻画这些变化规律

$

因此!二次函数学习中既要
重视图象的学习!也不能忽视必要的代数运算!要防止重形轻数的倾向!要特别注重一元
二次方程的有关知识在二次函数学习中的运用

$

$$

可借助一些计算机软件辅助学习
如果你学有余力!不妨学习一下几何画板软件的使用方法!在计算机上借助这一软

件研究二次函数问题!特别是探求一些综合性问题的解法时有其独特的优势
$
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!$!

!

二次函数

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

计算"

"$"

#"

"!&

#的结果是 "

!!

#

'("

"

!) *("

"

$)

+("

"

!"!) ,("

"

$"!)

"$

已知下列关系式&"

-

#

#

#

-

""

!"

"

#

#

#"

"

!"

&

#

#

#

#

#"

!"

.

#

#

$-#"

!"

/

#

#

"

#"$&$

其中!

#

不是
"

的函数有 "

!!

#

'(-

个
*("

个
+(&

个
,(.

个
#$

下列函数中!是一次函数是 "

!!

#

'(

#

#" *(

#

#'" +(

#

#

-

"

$- ,(

#

#"

"

!"

$$

下列各曲线中!能表示
#

是
"

的函数的是 "

!!

#

' * + ,

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

整式的乘法
"

-

#单项式与多项式相乘!就是用单项式乘多项式的每一项!再把所得的积相加
$

即
!

"

%$&

#

#!%$!&

"

"

#多项式与多项式相乘!先用一个多项式的每一项乘另一个多项式的每一项!再把
所得的积相加

$

即"

!$%

#"

&$(

#

#!&$!($%&$%(

"$

函数及一次函数的定义
"

-

#一般地!如果在一个变化过程中!有两个变量!例如
"

和
#

!对于
"

的每一个值!

#

都有唯一的值与之对应!我们就称
#

是
"

的函数!

"

是自变量!

#

是因变量
$

表示函数关系
的方法通常有三种&表达式法$列表法$图象法

$

"

"

#若函数的表达式都是用自变量的一次整式表示的!我们称它们为一次函数
$

一次
函数通常可以表示为

#

#'"$%

的形式!其中
'

"

%

!

'

!

%

是常数
$

特别地!当
%#%

时!一次
函数

#

#'"

"常数
'

"

%

#就叫正比例函数
$

正比例函数是特殊的一次函数
$
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!!

八年级下学期我们学习过一次函数#知道函数解析式中自变量的最高次数可以不止
一次

$

今天我们就来学习一类新的更高次的函数$二次函数
$

!$

为什么学二次函数!

周长为某一定值的矩形面积与它的一条边的长度有什么关系呢*

例如!不妨设矩形的周长为定值
!

!一边长为
"

!面积为
#

!则
#

#

"

!!""

#

"

+

"

!即

#

#!"

"

$

!

"

"$

这一关系中!当
"

变化时!

#

随之变化!而且对于
"

的每一个取值!

#

都有唯一确定的
值与之对应

$

因此!

#

是关于
"

的函数!其表达式是自变量的二次多项式
$

生活和数学中!

类似的函数关系有很多!为此!我们有必要学习这种新的函数模型%%%二次函数
$

"$

什么是二次函数!

"

-

#如果函数表达式是自变量的二次多项式!那么这样的函数称为二次函数
$

它的一般形式是
#

#!"

"

$%"$&

"

!

"

%

!

!

!

%

!

&

为常数#

$

"

"

#在二次函数定义中要求
!

"

%

!但
%

!

&

均可为
%$

若
%#%

!则
#

#!"

"

$&

'

若
&#%

!则
#

#!"

"

$%"

'

若
%#&#%

!则
#

#!"

"

$

#$

对二次函数定义的理解可以用类似于对一次函数定义的理解的方式
函数的表达式是用自变量的一次整式表示的!称为一次函数'

函数的表达式是用自变量的二次整式表示的!称为二次函数
$

说明"按!次数"定义函数是给函数命名的一种方法#用类似的方法#今后还可以定义
更高次的函数

$

$$

判断某函数是否为二次函数#须将表达式其化简成
#

#!"

"

$%"$&

的形式
$

!$

已知函数&

!

#

#!"

"

'

"

#

#&

"

"!-

#

"

!"

'

#

#

#

"

"$&

#

"

!""

"

'

$

#

#

-

"

"

$"$

其中!是
二次函数的有 "

!!

#

'(-

个
*("

个
+(&

个
,(.

个
"$

如果函数
#

#

"

'!"

#

"

'

"

!"'$"

$'"$-

是关于
"

的二次函数!那么
'

的值是 "

!!

#

'(-

或
" *(%

或
" +(" ,(%

湖
南
教
育
出
版
社



!!&

!!!!

#$

已知关于
"

的函数
#

#

"

)

"

!)

#

"

"

$

"

)!-

#

"$"!")$

"

-

#若这个函数是二次函数!求
)

的取值范围
$

"

"

#若这个函数是一次函数!求
)

的值
$

"

&

#这个函数可能是正比例函数吗* 为什么*

-$

形如
#

#'"$%

"

'

"

%

#的函数叫作一次函数!一次函数的表达式是关于自变量的一
次整式

$

类似地!二次函数的表达式是关于自变量的二次整式!二次函数的一般形式是
#

#!"

"

$%"$&

"

!

"

%

#

$

"$

按(次数)定义函数是给函数命名的一种方法!用类似的方法!今后还可以定义更
高次的函数

$

&$

判断某函数是否为二次函数!须将其表达式化简成
#

#!"

"

$%"$&

的形式!然后
判断表达式中的

!

是否为
%$

!$

圆面积公式为
*#

%

+

"

!

*

与
+

之间的关系是 "

!!

#

'(

正比例函数
*(

一次函数
+(

二次函数
,(

以上答案都不对
"$

下列函数中!一定为二次函数的是 "

!!

#

'(

#

#"$& *(

#

#!"

"

$%"$&

+(

#

#,

"

!",$" ,(

#

#"

"

$

-

"

#$

对于任意实数
)

!下列函数一定是二次函数的是 "

!!

#

'(

#

#

"

)!-

#

"

"

"

*(

#

#

"

)$-

#

"

"

"

+$

#

#

"

)

"

$-

#

"

"

,(

#

#

"

)

"

!-

#

"

"

$$

对于
#

#!"

"

$%"$&

!有以下四种说法!其中正确的是 "

!!

#

'(

当
%#%

时!是二次函数
#

#!"

"

$& *(

当
&#%

时!是二次函数
#

#!"

"

$%"

+(

当
!#%

时!是一次函数
#

#%"$& ,(

以上说法都不对
%$

设
#

#

#-

!

#"

!

#-

与
"

成正比例!

#"

与
"

"成正比例!则
#

与
"

的函数关系是 "

!!

#

'(

正比例函数
*(

一次函数
+(

二次函数
,(

以上均不正确
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!$"

!

二次函数的图象与性质!

!

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

与点
-

"

-

!

"

#关于
#

轴对称的点的坐标为 "

!!

#

'(

"

!-

!

"

#

*(

"

!-

!

!"

#

+(

"

-

!

!"

#

,(

"

"

!

!-

#

"$

关于函数
#

#""

!下列结论中正确的是 "

!!

#

'(

函数图象经过点"

"

!

-

#

*(

函数图象经过第二$四象限
+(

#

随
"

的增大而增大
,(

不论
"

取何值!总有
#

$

%

#$

直线
#

#!

"

&

"$"

不经过 "

!!

#

'(

第一象限
*(

第二象限
+(

第三象限
,(

第四象限
$$

在下图中!反比例函数
#

#

"

"

的图象大致是 "

!!

#

' * + ,

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

描点法是作函数图象的一种最基本方式
$

步骤如下&

!

明确函数表达式'

"

列表&取一些自变量与因变量的对应值'

#

描点&根据列表所得自变量与函数值的对应值!将每对对应值为坐标的点描在平
面直角坐标系内'

$

连线&用平滑的曲线将所描点连起来
$

"$

一次函数
"

-

#一般形式&

#

#'"$%

"

'

"

%

#!当
%#%

时!一次函数就变成了正比例函数
$
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"

"

#图象&过
!

%

'

!

" #

%

和"

%

!

%

#两点的一条直线
$

"

&

#性质&

!

当
'

$

%

时!

#

随
"

的增大而增大!图象必过第一$三象限'

"

当
'

%

%

时!

#

随
"

的增大而减小!图象必过第二$四象限'

#

当
%

$

%

时!图象与
#

轴交于正半轴!必过第一$二象限'

$

当
%

%

%

时!图象与
#

轴交于负半轴!必过第三$四象限'

&

当
%#%

时!图象与
#

轴交于坐标原点!其图象为正比例函数的图象
$

&$

反比例函数
"

-

#一般形式&

#

#

'

"

"

'

"

%

#

$

"

"

#图象&反比例函数的图象是双曲线!是不与两坐标轴相交的两条曲线
$

"

&

#性质&

!

当
'

$

%

时!图象位于第一$三象限!在每个象限内!

#

随
"

的增大而减小'

"

当
'

%

%

时!图象位于第二$四象限!在每个象限内!

#

随
"

的增大而增大'

#

反比例函数的图象是关于原点对称的中心对称图形
$

.$

研究函数图象通常从图象的形状$经过的象限$图象的变化趋势$最值等方面进行
研究

$

!!

前面我们学过一次函数%反比例函数的图象与性质#那么二次函数的图象可能是什么
形状呢& 二次函数又有哪些性质呢& 通过本节课的学习#我们将逐步来解决这些问题

$

!$

如何画二次函数的图象
学习一次函数和反比例函数时!我们借助描点法画出了它们的图象!得出它们的图

象分别是直线和双曲线
$

类似地!我们也需要借助描点法来探究二次函数的图象是怎样
的曲线

$

学习一次函数和反比例函数的图象时!我们发现它们的图象是由其表达式
#

#'"$

%

!

#

#

'

"

中的
'

!

%

确定的
$

类似地!二次函数
#

#!"

"

$%"$&

"

!

"

%

#的图象是否也是由
!

!

%

!

&

确定的呢* 为此!我们可从最特殊的形式
#

#!"

"出发!分
!

$

%

!

!

%

%

两种情况探究
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!!!!

它的图象是怎样的曲线
$

"$

二次函数
#

#!"

"

$

!

$

%

%的图象
为了探讨二次函数

#

#!"

"

"

!

$

%

#的图象!我们可按(从特殊到一般)的思维方式!先
画出诸如

#

#"

"

!

#

#

-

"

"

"等函数的图象!然后得出一般性的结论&

#

#!"

"

"

!

$

%

#的图象
如图

-$" - -

所示
$

图
-$" - -

#$

从&数'与&形'两个角度认识二次函数
#

#!"

"

$

!

$

%

%的图象特点
"

-

#根据图象可以直观地看出!二次函数
#

#!"

"

"

!

$

%

#的图象关于
#

轴对称
$

从表达
式
#

#!"

"

"

!

$

%

#也可以发现!当自变量
"

取一对互为相反数的数时!函数值
#

相等!可知
其图象关于

#

轴对称
$

"

"

#从图象可以看出!在
#

轴的左边部分!图象上的点随自变量的增大而下降!函数
值随自变量的增大而减小'在

#

轴的右边部分!图象上的点随自变量的增大而上升!函数
值随自变量的增大而增大

$

借助表达式
#

#!"

"

"

!

$

%

#也可以计算得出&当自变量
"

%

%

时!

#

随
"

的增大而减小'当自变量
"

$

%

时!

#

随
"

的增大而增大
$

"

&

#从图象可以看出!图象开口向上!图象上所有点的最低位置为原点"

%

!

%

#

$

借助表
达式

#

#!"

"

"

!

$

%

#也可以发现!不论自变量
"

为何值!函数值均大于或等于
%

!即函数的
最小值为

%$

!$

已知点"

!-

!

#-

#!"

"

!

#"

#!"

!&

!

#&

#都在函数
#

#"

"的图象上!则
#-

!

#"

!

#&

之间的大小
关系为 "

!!

#

'(

#-

%

#"

%

#&

*(

#-

%

#&

%

#"

+(

#&

%

#"

%

#-

,(

#"

%

#-

%

#&

"$

有下列四个二次函数&

!

#

#"

"

!

"

#

#""

"

!

#

#

#

-

"

"

"

!

$

#

#&"

"

$

它们的图象开口从大
到小的排列顺序是

!!!!!!!!

$

#$

已知二次函数
#

#"

"和
#

#""

"

!有以下说法&

!

它们的图象都是开口向上'

"

它们的
图象对称轴都是

#

轴!顶点坐标都是原点"

%

!

%

#'

#

当
"

$

%

时!它们的函数值
#

都是随
着
"

的增大而增大'

$

它们的图象开口大小是一样的
$

其中正确的说法有 "

!!

#

'(-

个
*("

个
+(&

个
,(.

个
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!!!!

-$

我们学习了几个重要的知识&

"

-

#利用描点法画二次函数
#

#!"

"

"

!

$

%

#的图象
$

"

"

#二次函数
#

#!"

"

"

!

$

%

#的图象是一条关于
#

轴对称的曲线!它的开口向上!对称
轴与图象的交点是原点"

%

!

%

#'图象在对称轴右边的部分!函数值
#

随自变量
"

的增大而
增大"函数图象从左至右呈上升的趋势#!图象在对称轴左边的部分!函数值

#

随自变量
"

的增大而减小"函数图象从左至右呈下降的趋势#

$

"$

本内容的学习中我们用到了两个重要的方法
$

"

-

#我们通过比较横坐标互为相反数的两个点的坐标特点以及位置特点!得出了二
次函数

#

#!"

"

"

!

$

%

#的图象关于
#

轴对称
$

通过观察比较
#

轴右边描出的各点的横坐标
变化时相应的纵坐标的变化情况!发现了与之对应的图象的变化情况

$

从而把(数)的特
征与(形)的特征有效地结合!加深了我们对函数及其图象的认识!这种将(数)的特征与
(形)的特征有效结合起来处理数学问题的方法叫做(数形结合法)

$

"

"

#画反比例函数图象时!可以根据反比例函数图象关于原点的对称性画图!简单方
便

$

类比反比例函数图象的简易画法!结合二次函数
#

#!"

"关于其对称轴对称的性质!

我们在画二次函数
#

#!"

"的图象时!只需先通过描点画出该图象的对称轴一侧的部分!

再利用对称性!画出图象在对称轴另一侧部分
$

这种将遇到的复杂问题转化为简单问题
来解决的方法!是数学学习中非常重要的方法

$

!$

对于函数
#

#/"

"

!下列结论正确的是 "

!!

#

'(

#

随
"

的增大而增大
*(

图象开口向下
+$

图象关于
#

轴对称
,(

无论
"

取何值!

#

的值总是正的
"$

抛物线
#

#&"

"的顶点坐标是 "

!!

#

'(

"

&

!

%

#

*(

"

%

!

&

#

+(

"

%

!

%

#

,(

"

-

!

&

#

#$

二次函数
#

#"

"的对称轴是 "

!!

#

'(

直线
#

#- *(

直线
"#- +(

#

轴
,("

轴
$$

抛物线
#

#!"

"的开口方向是 "

!!

#

'(

向上
*(

向下
+(

向左
,(

向右
%$

关于
#

#

-

"

"

"

!

#

#"

"

!

#

#""

"的图象!下列说法不正确的是 "

!!

#

'(

顶点相同
*(

对称轴相同
+(

开口方向相同
,(

图象形状相同
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!"!

!!!

!$"

!

二次函数的图象与性质!

"

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

点"

"

!

!&

#关于
"

轴对称的点的坐标为 "

!!

#

'(

"

!"

!

!&

#

*(

"

"

!

&

#

+(

"

!"

!

&

#

,(

"

&

!

"

#

"$

关于函数
#

#

-

"

"

"

!下列说法错误的是 "

!!

#

'(

图象开口向上
*(

图象关于
#

轴对称
+$

函数有最大值为
%

,$

图象在对称轴左边部分!函数值随自变量的增大而减小
!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习

$

-$

如果两个点关于
"

轴对称!则这两个点的横坐标相同!纵坐标互为相反数'如果两
个点关于

#

轴对称!则这两个点的横坐标互为相反数!纵坐标相同'如果两个点关于原点
对称!则这两个点的横坐标互为相反数!纵坐标互为相反数

$

"$

我们一般从函数图象的开口方向$对称性$函数值随自变量的变化情况$最大值与
最小值等方面来理解函数

#

#!"

"

"

!

$

%

#的图象的性质和特征!函数
#

#!"

"

"

!

$

%

#的图
象有如下特征&开口向上'关于

#

轴对称'图象在对称轴左边部分!函数值随自变量的增
大而减小!图象在对称轴右边部分!函数值随自变量的增大而增大'当

"#%

时!函数取最
小值!最小值为

%$

!!

上节课#我们已经研究过形如
#

#!"

"

'

!

$

%

(的二次函数的图象特征及性质
$

那么形
如
#

#!"

"

'

!

%

%

(的二次函数的图象又是怎样呢&

#

#!"

"

'

!

%

%

(的图象与
#

#!"

"

'

!

$

%

(

的图象有何区别与联系呢&
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!""

!!!

!$

函数
#

#!"

"

$

!

%

%

%的图象

图
-$" " -

函数
#

#!"

"

"

!

%

%

#与函数
#

#!"

"

"

!

$

%

#的表达式的形式
相同!唯一不同的是二次项系数

!

的符号!一个为正一个为负
$

所
以!当自变量取相同的值时!函数

#

#!"

"

"

!

%

%

#与
#

#!"

"

"

!

$

%

#的值互为相反数!可见!函数
#

#!"

"

"

!

%

%

#与
#

#!"

"

"

!

$

%

#

的图象关于
"

轴对称
$

于是!我们可根据前面得出的二次函数
#

#

!"

"

"

!

$

%

#的图象得出
#

#!"

"

"

!

%

%

#的图象!如图
-$" " -$

"$

从&数'与&形'两个角度认识二次函数
#

#!"

"

$

!

%

%

%图象和性质
"

-

#根据图象可以直观地看出!二次函数
#

#!"

"

"

!

%

%

#的图象关于
#

轴对称
$

从表达
式
#

#!"

"

"

!

%

%

#也可以发现!当自变量
"

取一对互为相反数的数时!函数值
#

相等!可知
其图象关于

#

轴对称
$

"

"

#从图象中可以看出!在
#

轴的左边部分!图象上的点随自变量的增大而上升!函
数值随自变量的增大而增大'在

#

轴的右边部分!图象上的点随自变量的增大而下降!函
数值随自变量的增大而减小

$

借助表达式
#

#!"

"

"

!

%

%

#也可以计算得出!当自变量
"

%

%

时!

#

随
"

的增大而增大'当自变量
"

$

%

时!

#

随
"

的增大而减小
$

"

&

#从图象中可以看出!图象的开口向下!图象上所有点的最高位置为原点"

%

!

%

#

$

借
助表达式

#

#!"

"

"

!

%

%

#也可以发现!不论自变量
"

为何值!函数值均为非正数!即函数的
最大值为

%$

#$

抛物线
函数

#

#!"

"

"

!

%

%

#的图象的一段与生活中抛掷物体时物体运行的路线类似!因此我
们称二次函数

#

#!"

"的图象为抛物线!简称抛物线
#

#!"

"

$

抛物线
#

#!"

"关于
#

轴对
称!抛物线与它的对称轴的交点"

%

!

%

#叫做抛物线的顶点
$

!$

已知点"

!-

!

#-

#!"

"

!

#"

#!"

!&

!

#&

#都在函数
#

#!"

"的图象上!则 "

!!

#

'(

#-

%

#"

%

#&

*(

#&

%

#-

%

#"

+(

#&

%

#"

%

#-

,(

#"

%

#-

%

#&

"$

有下列四条抛物线&

!

#

#!"

"

!

"

#

#""

"

!

#

#

#!

-

"

"

"

!

$

#

#&"

"

$

开口从大到小的排
列顺序是

!!!!!!

$
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!!!

#$

关于二次函数
#

#!"

"和
#

#!

-

"

"

"

!有以下说法&

!

它们的图象都是开口向下'

"

它
们图象的对称轴都是

#

轴!顶点坐标都是原点"

%

!

%

#'

#

当
"

$

%

时!它们的函数值
#

都
是随着

"

的增大而增大'

$

它们图象开口的大小是一样的
$

其中正确的说法有"

!!

#

'(-

个
*("

个
+(&

个
,(.

个

-$

二次函数
#

#!"

"

"

!

"

%

#的图象是一条抛物线
$

"$

一般从函数图象的开口方向$对称性$函数值随自变量的变化情况$最大值与最小
值等方面来理解函数

#

#!"

"

"

!

"

%

#的图象特征及性质
$

函数
#

#!"

"

"

!

"

%

#的图象关于
#

轴对称!

!

的符号决定抛物线的开口方向$函数值随自变量的变化情况及最大值与最小值
"例如&

!

$

%

时!图象在对称轴左边部分!函数值随自变量的增大而减小!图象在对称轴右
边部分!函数值随自变量的增大而增大

$

当
"#%

时!函数取最小值!最小值为
%

#

$

!$

对于函数
#

#!

&

"

"

"

!下列结论正确的是 "

!!

#

'(

#

随
"

的增大而增大
*(

图象开口向上
+$

图象关于
#

轴对称
,(

无论
"

取何值!

#

的值总是正数
"$

抛物线
#

#!&"

"的顶点坐标是 "

!!

#

'(

"

&

!

%

#

*(

"

%

!

&

#

+(

"

%

!

%

#

,(

"

-

!

&

#

#$

二次函数
#

#!"

"图象的对称轴是 "

!!

#

'(

直线
#

#- *(

直线
"#- +(

#

轴
,("

轴
$$

抛物线
#

#!"

"的开口方向是 "

!!

#

'(

向上
*(

向下
+(

向左
,(

向右
%$

关于
#

#!

-

"

"

"

!

#

#"

"

!

#

#!""

"的图象!下列说法不正确的是 "

!!

#

'(

顶点相同
*(

对称轴相同
+(

开口方向不相同
,$

图象形状相同
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!"$

!!!

!$"

!

二次函数的图象与性质!

#

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

点"

"

!

!&

#向右平移
&

个单位长度后的坐标为 "

!!

#

'(

"

!-

!

!&

#

*(

"

"

!

%

#

+(

"

!"

!

!)

#

,(

"

/

!

!&

#

"$

平移不改变图形的 "

!!

#

'(

位置
*(

位置和形状
+(

形状和大小
,(

都不正确
#$

将直线
#

#""$.

沿
"

轴向右平移
!

"

!

$

%

#个单位长度!所得直线的函数表达式为"

!!

#

'(

#

#"

"

"!!

#

$. *(

#

#"

"

"$!

#

$.

+(

#

#""$!$. ,(

#

#""!!$.

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

将点
.

"

!

!

%

#向右移
)

个单位长度得到
.

"

!$)

!

%

#!向左移
)

个单位长度得到
.

"

!!)

!

%

#

$

"$

函数
#

#!"

"

"

!

"

%

#的图象是一条抛物线!关于
#

轴对称
$

当
!

$

%

时!抛物线开口向上
$

图象在对称轴左边部分!函数值随自变量的增大而减
小'图象在对称轴右边部分!函数值随自变量的增大而增大

$

当
"#%

时!函数取最小值!

最小值为
%$

当
!

%

%

时!抛物线开口向下
$

图象在对称轴左边部分!函数值随自变量的增大而增
大'图象在对称轴右边部分!函数值随自变量的增大而减小

$

当
"#%

时!函数取最大值!

最大值为
%$

&$

函数图象的平移实际上是函数图象上点的平移
$

函数图象向左"或向右#平移
!

个
单位长度!则函数图象上的每一个点都向左"或向右#平移

!

个单位长度
$

!!

上节课#我们已经研究过形如
#

#!"

"

'

!

"

%

(的二次函数的图象特征及性质#那么形
如
#

#!

'

"!/

(

"

'

!

"

%

(的二次函数图象又有什么特征呢&

#

#!

'

"!/

(

"

'

!

"

%

(的图象与
#

#!"

"

'

!

"

%

(的图象有何区别与联系呢&
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!"%

!!!

!$

函数图象的平移
函数图象的平移实际上是函数图象上点的平移

$

函数图象向左"或向右#平移
!

个单
位长度!则函数图象上的每一个点都向左"或向右#平移

!

个单位长度
$

可见!函数图象的
平移不改变图象的形状!只改变它在平面直角坐标系中的位置

$

"$

函数
#

#!

$

"!/

%

"

$

!

"

%

%的图象
函数

#

#!

"

"!/

#

"

"

!

"

%

#与
#

#!"

"

"

!

"

%

#的图象有什么关系呢*

为了解决这一问题!我们不妨先探究三个具体的二次函数
#

#"

"

!

#

#

"

"!"

#

"

!

#

#

"

"$"

#

"的图象之间的关系
$

从上表中不难发现!当
"#)

时!

#

#"

"的函数值为
#

#)

"

$

当
"#)$"

时!

#

#

"

"!"

#

"

的函数值也为
#

#)

"

$

也就是说!

#

#"

"在
"#)

时的函数值与
#

#

"

"!"

#

"在
"#)$"

时的函数值相等
$

可见!

#

#

"

"!"

#

"的图象可看作是由
#

#"

"的图象向右平移
"

个单位长度得到的
$

类
似地!

#

#

"

"$"

#

"的图象可看作是由
#

#"

"的图象向左平移
"

个单位长度得到的!如
图
-$" &-$

图
-$" & -

更一般地!当
/

$

%

时!

#

#!

"

"!/

#

"

"

!

"

%

#的图象可看作是由
#

#!"

"

"

!

"

%

#的图象
向右平移

/

个单位长度得到的'当
/

%

%

时!

#

#!

"

"!/

#

"

"

!

"

%

#的图象可看作是由
#

#

!"

"

"

!

"

%

#的图象向左平移
#

/

#

个单位长度得到的
$

例如!要画出函数
#

#

-

"

"

"$&

#

" 的图象!我们只需先将函数表达式变形为
#

#

-

"

,

"!

"

!&

#-

"

!因此只需先画出
#

#

-

"

"

"的图象!再将它向左平移
&

个单位长度即可
$
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#$!

#

/

与函数
#

#!

$

"!/

%

"

$

!

"

%

%图象间的关系
!

决定函数图象的形状
$/

只影响函数图象在平面直角坐标系中的位置!不改变图象
的形状

$

$$

函数
#

#!

$

"!/

%

"

$

!

"

%

%的性质
从图

-$" & "

所示的函数
#

#!

"

"!/

#

"的图象可以直观地得出&

图
-$" & "

"

-

#函数
#

#!

"

"!/

#

"的图象是以直线
"#/

为对称轴!点"

/

!

%

#为顶点的抛物线
$

"

"

#当
!

$

%

时!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"的开口向上!图象的最低点为"

/

!

%

#!当
"#/

时
函数取最小值

%

'在对称轴
"#/

的左侧!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"上的点随
"

的增大而下降!

函数值随
"

的增大而减小!在对称轴
"#/

的右侧!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"上的点随
"

的增
大而上升!函数值随

"

的增大而增大
$

"

&

#当
!

%

%

时!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"的开口向下!图象的最高点为"

/

!

%

#!当
"#/

时
函数取最大值

%

'在对称轴
"#/

的左侧!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"上的点随
"

的增大而上升!

函数值随
"

的增大而增大!在对称轴
"#/

的右侧!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"上的点随
"

的增
大而下降!函数值随

"

的增大而减小
$

!$

已知二次函数
#

#&

"

"$-

#

"的图象上有三点
0

"

-

!

#-

#!

1

"

"

!

#"

#!

2

"

!"

!

#&

#!则
#-

!

#"

!

#&

的大小关系为 "

!!

#

'(

#-

$

#"

$

#&

*(

#"

$

#-

$

#&

+(

#&

$

#-

$

#"

,(

#&

$

#"

$

#-

"$

将二次函数
#

#"

"的图象向右平移
&

个单位长度!得到的新图象的函数表达式是"

!!

#

'(

#

#"

"

$& *(

#

#"

"

!&

+(

#

#

"

"$&

#

"

,(

#

#

"

"!&

#

"

#$

抛物线
#

#&"

"与
#

#&

"

"$&

#

"的不同点是 "

!!

#

'(

开口方向
*(

开口大小
+(

形状
,(

对称轴
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$$

当
"#"

时!二次函数
#

#!

"

"!/

#

"取最大值!且此函数的图象经过点"

-

!

!&

#!求此二
次函数的表达式!并指出

"

为何值时
#

随
"

的增大而增大
$

-$

函数
#

#!

"

"!/

#

"

"

!

"

%

#的图象可以看作是由
#

#!"

"

"

!

"

%

#的图象向左"

/

%

%

#

或向右"

/

$

%

#平移
#

/

#

个单位长度而得到的
$

"$

处理函数及其图象性质问题时!通常既研究函数表达式中
#

随自变量
"

的变化情
况!又研究函数图象变化情况!应从(数)和(形)两种不同角度来思考

$

!$

抛物线
#

#"

"

"!&

#

"的顶点在 "

!!

#

'(

第一象限
*(

第二象限
+(

#

轴上
,("

轴上
"$

关于函数
#

#&

"

"!"

#

"

!下列说法正确的是 "

!!

#

'(

当
"

$

%

时!

#

随
"

的增大而减小
*(

当
"

%

%

时!

#

随
"

的增大而增大
+$

当
"

$

"

时!

#

随
"

的增大而增大
,(

当
"

$

!"

时!

#

随
"

的增大而减小
#$

将二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象向左平移
"

个单位长度!得到
#

#"

"

!""$-

的图
象!则

%

和
&

的值分别为 "

!!

#

'(%#!)

!

&#0 *(%#)

!

&#!0

+$%#.

!

&#!0 ,(%#!&

!

&#)

湖
南
教
育
出
版
社



!"(

!!!

!$"

!

二次函数的图象与性质!

$

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

点"

"

!

!&

#向上平移
&

个单位长度后的坐标为 "

!!

#

'(

"

!-

!

!&

#

*(

"

"

!

%

#

+(

"

!"

!

!)

#

,(

"

/

!

!&

#

"$

将直线
#

#!""!&

向上平移
/

个单位长度!所得直线的表达式为 "

!!

#

'(

#

#!"

"

"!/

#

!& *(

#

#!"

"

"$/

#

!&

+$

#

#!""!1 ,(

#

#!""$"

#$

关于函数
#

#

-

"

"

"!-

#

"

!下列说法错误的是 "

!!

#

'(

图象开口向上
*(

图象的对称轴为直线
"#-

+$

函数的最小值为
%

,$

图象在对称轴左边部分!函数值随自变量的增大而增大
!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习

$

-$

将点
.

"

!

!

%

#向上平移
)

"

)

$

%

#个单位长度得到
.

"

!

!

%$)

#!向下平移
)

"

)

$

%

#

个单位长度得到
.

"

!

!

%!)

#

$

"$

将直线
#

#'"$%

向上平移
)

"

)

$

%

#个单位长度!所得直线的表达式为
#

#'"$%$

)

'将直线
#

#'"$%

向下平移
)

"

)

$

%

#个单位长度!所得直线的表达式为
#

#'"$%!)$

&$

函数
#

#!

"

"!/

#

"

"

!

"

%

#的图象是一条抛物线!关于直线
"#/

对称
$

当
!

$

%

时!抛物线开口向上!图象在对称轴左边部分!函数值随自变量的增大而减小!

图象在对称轴右边部分!函数值随自变量的增大而增大
$

当
"#/

时!函数取最小值!最小值
为
%$

当
!

%

%

时!抛物线开口向下!图象在对称轴左边部分!函数值随自变量的增大而增
大!图象在对称轴右边部分!函数值随自变量的增大而减小

$

当
"#/

时!函数取最大值!

最大值为
%$
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!!

我们已经研究过形如
#

#!

'

"!/

(

"

'

!

"

%

(的二次函数图象特征及性质#那么形如
#

#!

'

"!/

(

"

$'

'

!

"

%

(的二次函数图象又有怎样的特征呢&

#

#!

'

"!/

(

"

$'

'

!

"

%

(的
图象与

#

#!

'

"!/

(

"

'

!

"

%

(的图象有何区别与联系呢&

!$

函数
#

#!

$

"!/

%

"

$'

$

!

"

%

%的图象
函数

#

#!

"

"!/

#

"

$'

"

!

"

%

#与
#

#!

"

"!/

#

"

"

!

"

%

#的图象有什么关系呢*

为了解决这一问题!我们不妨先探究三个具体的二次函数
#

#

"

"!"

#

"

!

#

#

"

"!"

#

"

$

&

!

#

#

"

"!"

#

"

!&

的图象之间的关系
$

图
-$" . -

不难发现!不论自变量
"

取何值!相应的
#

#

"

"!"

#

"

$&

的函数值总比
#

#

"

"!"

#

"的函数值大
&

!

#

#

"

"!"

#

"

!&

的函
数值总比

#

#

"

"!"

#

"的函数值小
&$

所以!

#

#

"

"!"

#

"

$&

的
图象可看作是由

#

#

"

"!"

#

"的图象向上平移
&

个单位长度
得到的

$

类似地!

#

#

"

"!"

#

"

!&

的图象可看作是由
#

#

"

"!

"

#

"的图象向下平移
&

个单位长度得到的
$

如图
-$" . -$

更一般地!当
'

$

%

时!

#

#!

"

"!/

#

"

$'

"

!

"

%

#的图象
可看作是由

#

#!

"

"!/

#

"

"

!

"

%

#的图象向上平移
'

个单位
长度得到的'当

'

%

%

时!

#

#!

"

"!/

#

"

$'

"

!

"

%

#的图象可
看作是由

#

#!

"

"!/

#

"

"

!

"

%

#的图象向下平移
#

'

#

个单位
长度得到的

$

例如!要画出函数
#

#

-

"

"

"$&

#

"

!/

的图象!可先画出
#

#

-

"

"

"的图象!再将该图象

向左平移
&

个单位长度!得到
#

#

-

"

"

"$&

#

"的图象!再向下平移
/

个单位长度便得到

#

#

-

"

"

"$&

#

"

!/

的图象
$

"$!

#

/

#

'

与函数
#

#!

$

"!/

%

"

$'

$

!

"

%

%的图象的关系
!

决定函数图象的形状
$/

和
'

只影响函数图象在平面直角坐标系中的位置!不影响
图象的形状

$

#$

函数
#

#!

$

"!/

%

"

$'

$

!

"

%

%的性质
从图

-$" . "

所示的函数
#

#!

"

"!/

#

"

$'

的图象可以直观地得出&

"

-

#函数
#

#!

"

"!/

#

"

$'

图象是以直线
"#/

为对称轴!点"

/

!

'

#为顶点的抛物线
$
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!!!

图
-$" . "

"

"

#当
!

$

%

时!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"

$'

的开口向
上!图象的最低点为"

/

!

'

#!当
"#/

时!函数取最小值
'

'

在对称轴
"#/

的左侧!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"

$'

上的点
随
"

的增大而下降!函数值随
"

的增大而减小!在对称轴
"#/

的右侧!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"

$'

上的点随
"

的增
大而上升!函数值随

"

的增大而增大
$

"

&

#当
!

%

%

时!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"

$'

的开口向
下!图象的最高点为"

/

!

'

#!当
"#/

时!函数取最大值
'

'

在对称轴
"#/

的左侧!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"

$'

上的点
随
"

的增大而上升!函数值随
"

的增大而增大!在对称轴
"#

/

的右侧!抛物线
#

#!

"

"!/

#

"

$'

上的点随
"

的增大而下降!函数值随
"

的增大而
减小

$

"

.

#通过二次函数表达式
#

#!

"

"!/

#

"

$'

可以快速地看出抛物线的顶点坐标!所以
我们将形如

#

#!

"

"!/

#

"

$'

的二次函数表达式叫做顶点式
$

!$

抛物线
#

#&

"

"!-

#

"

$-

的顶点坐标是 "

!!

#

'(

"

-

!

-

#

*(

"

!-

!

-

#

+(

"

!-

!

!-

#

,(

"

-

!

!-

#

"$

关于抛物线
#

#!

-

"

"

"$"

#

"

$&

!下列说法中正确的有 "

!!

#

!

开口向下'

!"

对称轴是
"#"

'

#

可由抛物线
#

#!

-

"

"

"

$&

向右平移
"

个单位长度得到'

!$

当
"

$

"

时
#

随
"

增大
而减小

$

'$-

个
*("

个
+(&

个
,(.

个
#$

关于二次函数
#

#!

"

"$-

#

"

$"

的图象!下列判断正确的是 "

!!

#

'(

图象开口向上
*(

图象的对称轴是直线
"#-

+$

图象有最低点
,(

图象的顶点坐标为"

!-

!

"

#

$$

二次函数
#

#

"

"$-

#

"

!"

的图象大致是 "

!!

#

' * + ,

-$

二次函数
#

#!

"

"!/

#

"

$'

的图象是一条抛物线!其表达式中的
!

决定函数图象
的形状!

/

和
'

只影响函数图象在平面直角坐标系中的位置!不影响图象的形状
$

湖
南
教
育
出
版
社



!#!

!!!

"$

将抛物线
#

#!"

"左右平移可以得到抛物线
#

#!

"

"!/

#

"

!再进行上下平移可得到
抛物线

#

#!

"

"!/

#

"

$'$

&$

借助二次函数的图象可以直观地得出二次函数的性质!如图象的对称性!最大或
最小值!

#

随
"

的变化而变化的规律
$

!$

函数
#

#"

"

"$-

#

"

$&

的最小值是 "

!!

#

'(- *(!- +(& ,(!&

"$

当函数
#

#

"

"!-

#

"

!"

的函数值
#

随着
"

的增大而减小时!

"

的取值范围是"

!!

#

'("

$

% *("

%

- +("

$

- ,("

为任意实数
#$

关于二次函数
#

#"

"

"!"

#

"

!&

与
#

#"

"

"!"

#

"

$.

!下列说法中正确的有 "

!!

#

"

-

#图象的形状相同
!!

"

"

#图象的顶点相同
"

&

#图象的对称轴相同
!

"

.

#当
"#"

时函数都取最小值
'(-

个
*("

个

图
-$" . &

+(&

个
,(.

个
$$

如图
-$" . &

!在平面直角坐标系中!有两条位置确定的
抛物线!它们的对称轴相同!表达式中的

/

!

'

!

)

!

3

都是常
数!则下列关系不正确的是 "

!!

#

'$/

%

%

!

'

$

%

*()

%

%

!

3

$

%

+(/#)

,('#3

%$

顶点为"

/

!

-

#!形状与函数
#

#

-

&

"

"的图象相同且开口方向相反的抛物线是 "

!!

#

'(

#

#!

-

&

"

"!/

#

"

$- *(

#

#!

-

&

"

"

!/

+$

#

#!

-

&

"

"!/

#

"

!- ,(

#

#

-

&

"

"$/

#

"

!-

&$

已知二次函数
#

#&

"

"$-

#

"

$&

的图象上有三点
0

"

-

!

#-

#!

1

"

"

!

#"

#!

2

"

!"

!

#&

#!则
#-

!

#"

!

#&

的大小关系为 "

!!

#

'(

#-

$

#"

$

#&

*(

#"

$

#-

$

#&

+(

#&

$

#-

$

#"

,(

#&

$

#"

$

#-
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!#"

!!!

!$"

!

二次函数的图象与性质!

%

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

用配方法解一元二次方程
"

"

!)"!.#%

!配方正确的是 "

!!

#

'(

"

"!)

#

"

#&" *(

"

"!)

#

"

#.% +(

"

"!&

#

"

#-& ,$

"

"!&

#

"

#/

"$

将
""

"

!1"$-%

化成
!

"

"$/

#

"

$'

的形式!则
/

!

'

的值分别是 "

!!

#

'(/#"

!

'#!" *$/#"

!

'#" +$/#!"

!

'#!" ,$/#!"

!

'#"

#$

关于二次函数
#

#!

"

"$/

#

"

$'

的图象!下列说法正确的是 "

!!

#

'(

图象开口向上
*(

图象的对称轴是直线
"#/

+(

图象有最低点
,(

图象的顶点坐标为"

!/

!

'

#

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

解一元二次方程%%%配方法&将一元二次方程配成"

"$)

#

"

#3

的形式!再利用直
接开平方法求解!这种解一元二次方程的方法叫配方法

$

"$

函数
#

#!

"

"!/

#

"

$'

"

!

"

%

#的图象是一条抛物线!关于直线
"#/

对称
$

当
!

$

%

时!抛物线开口向上!图象在对称轴左边部分!函数值随自变量的增大而减
小!图象在对称轴右边部分!函数值随自变量的增大而增大'当

"#/

时!函数取最小值!

最小值为
'$

当
!

%

%

时!抛物线开口向下!图象在对称轴左边部分!函数值随自变量的增大而增
大!图象在对称轴右边部分!函数值随自变量的增大而减小'当

"#/

时!函数取最大值!

最大值为
'$

!!

我们已经研究过形如
#

#!

'

"!/

(

"

$'

'

!

"

%

(的二次函数的图象与性质#那么对于二
次函数的一般式

#

#!"

"

$%"$&

'

!

"

%

(#我们又怎样研究它的图象与性质呢&

#

#!"

"

$

%"$&

'

!

"

%

(的图象与
#

#!

'

"!/

(

"

$'

'

!

"

%

(的图象有何区别与联系呢&

!$

二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象
前面我们已学习了二次函数

#

#!

"

"!/

#

"

$'

的图象!根据图象我们可直观地得出

湖
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!!!

其性质
$

如果仅给出二次函数的一般形式
#

#!"

"

$%"$&

!怎样快速地画出其图象呢* 为
此!我们自然会想到!将

#

#!"

"

$%"$&

变形为
#

#!

"

"!/

#

"

$'

的形式
$

注意到
#

#!

"

"!/

#

"

$'

中"

"!/

#

"是含有自变量
"

的完全平方式!我们可借助解
一元二次方程的配方法!将含自变量

"

的项配成完全平方式
$

具体运算过程如下&

#

#!"

"

$%"$&

#!"

"

$

%

!

" #

" $&

#!"

"

$

%

!

"$

%

"

" #

!

"

!

%

"

" #

!

, -

"

$&

#!"

"

$

%

!

"$

%

"

" #

!

, -

"

!!

%

"

" #

!

"

$&

#!"$

%

"

" #

!

"

$

.!&!%

"

.!

$

由此可以得出!二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象是抛物线!顶点坐标是
!

%

"!

!

.!&!%

"

.

" #

!

!对称轴是
"#!

%

"!

!当
"#!

%

"!

时函数达到最大值"

!

%

%

#或最小值

"

!

$

%

#!最大"小#值为.!&!%

"

.!

$

例如!通过配方!可将二次函数
#

#!

-

"

"

"

$""!-

的表达式变形为
#

#!

-

"

"

"!"

#

"

$

-$

进而可知!抛物线
#

#!

-

"

"

"

$""!-

的顶点坐标为"

"

!

-

#!对称轴为
"#"

!当
"#"

时函
数取最大值

-$

"$

根据图象确定二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的系数的符号

图
-$" / -

例
!

如图
-$" / -

为二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象!有下列
说法&

!

!&

%

%

'

"

%

%

%

'

#

"!$%#%

'

$

!$%$&

$

%

'

&

当
"

$

%$/

时!

#

随
"

的增大而增大
$

其中正确的说法有 "

!!

#

'(/

个
*(.

个
+(&

个
,("

个
分析"由抛物线的开口方向判断

!

的正负!由抛物线与
#

轴的交
点判断

&

的正负!然后根据抛物线与
"

轴交点情况及对称轴的位置进
行推理!从而判断对错

$

解答"

2

抛物线的开口向上!

3!

$

%$2

#

#!"

"

$%"$&

的图象与
#

轴的交点"

%

!

&

#在
#

轴的负半轴上!

3&

%

%$

因此
!&

%

%

!故
!

正确
$2

图象与
"

轴的交点为"

!-

!

%

#和
"

&

!

%

#!

3

对称轴为直线
"#-

!即
!

%

"!

#-

!

3"!#!%

!即
"!$%#%$

又
!

$

%

!因而
%

%

%

"即
!

与
%

异号#!故
"

和
#

都正确
$

观察图象可知&当
"#-

时!图象的最低点"顶点#的纵坐标
#

#!$%$&

%

%

!故
$

错误'当
"

$

-

时!

#

随
"

的增大而增大!故
&

错误
$

综上所述!

!"#

都正确!故选
+$
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!#$

!!!

!$

抛物线
#

#"

"

!""!-

的对称轴是 "

!!

#

'("#- *("#!- +("#" ,("#!"

"$

函数
#

#!"

"

!."!&

的图象的顶点坐标是 "

!!

#

'(

"

"

!

!-

#

*(

"

!"

!

-

#

+(

"

!"

!

!-

#

,(

"

"

!

-

#

#$

关于二次函数
#

#!""

"

!."$&

的性质!下列描述错误的是 "

!!

#

'(

图象开口向下
*(

图象与
#

轴交于
"

轴下方
+$

图象与
"

轴有两个交点
,("

$

!-

时
#

随
"

的增大而减小
$$

若二次函数
#

#"

"

!)"$&

的图象过
0

"

!-

!

#-

#!

1

"

"

!

#"

#!

2

"

/

!

#&

#!则
#-

!

#"

!

#&

的大
小关系是 "

!!

#

'(

#-

$

#"

$

#&

*(

#-

$

#&

$

#"

+(

#"

$

#-

$

#&

,(

#&

$

#-

$

#"

-$

研究二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的性质时!我们通过配方将其转化为上一节课学过的二
次函数的顶点式

#

#!

"

"!/

#

"

$'

来进行研究!这种转化思想是数学中的一种重要思想
$

"$

将
#

#!"

"

$%"$&

化成
#

#!

"

"!/

#

"

$'

的过程中!我们用到了配方法!即将含有
自变量

"

的项配成完全平方式
$

&$

二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的系数
!

!

%

!

&

的几何意义&

!

决定抛物线的开口方向和
大小'

!

!

%

!

&

共同决定图象在平面直角坐标系中的位置
$

!$

将二次函数
#

#"

"

$."$&

化成顶点式!变形正确的是 "

!!

#

'(

#

#

"

"!"

#

"

!- *(

#

#

"

"$-

#"

"$&

#

+$

#

#

"

"!"

#

"

$- ,(

#

#

"

"$"

#

"

!-

"$

二次函数
#

#"

"

!""!&

的图象与
#

轴的交点坐标是 "

!!

#

'(

"

%

!

!&

#

*(

"

-

!

%

#

图
-$" / "

+(

"

-

!

!.

#

,(

"

&

!

%

#

#$

已知二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象如图
-$" / "

所示!则"

!!

#

'(!

$

%

!

%

%

%

!

&

$

%

!

%

"

!.!&

%

%

*$!

$

%

!

%

%

%

!

&

%

%

!

%

"

!.!&

$

%

+$!

%

%

!

%

$

%

!

&

$

%

!

%

"

!.!&

%

%

,$!

%

%

!

%

$

%

!

&

%

%

!

%

"

!.!&

$

%

$$

对于二次函数
#

#"

"

!""$&

!若
#

随
"

的增大而增大!则
"

的取值范围是 "

!!

#

'("

%

!- *("

$

!- +("

%

- ,("

$

-

湖
南
教
育
出
版
社



!#%

!!!

&

!$#

!

不共线三点确定二次函数的表达式

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

一次函数
#

#'"$%

的图象经过"

-

!

-

#!"

"

!

!.

#!则
'

与
%

的值为 "

!!

#

'(

'#&

!

%

'

(

)

#!"

*(

'#!&

!

%

'

(

)

#.

+(

'#!/

!

%

'

(

)

#)

,(

'#)

!

%

'

(

)

#!/

"$

下列四组数值中!为方程组
"$"

#

$4#%

!

""!

#

!4#-

!

&"!

#

!4

'

(

)

#"

的解是 "

!!

#

'(

"#%

!

#

#-

!

4

'

(

)

#!"

*(

"#-

!

#

#%

!

4

'

(

)

#-

+(

"#%

!

#

#!-

!

4

'

(

)

#%

,(

"#-

!

#

#!"

!

4

'

(

)

#&

#$

抛物线
#

#!

"

"$"

#

"

!/

的顶点为 "

!!

#

'(

"

!"

!

!/

#

*(

"

"

!

!/

#

+(

"

!"

!

/

#

,(

"

"

!

/

#

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

一般地!一次函数的表达式
#

#'"$%

"

'

"

%

#中含有两个待定系数
'

!

%

!所以用待
定系数法求一次函数的表达式时一般需要知道两个条件

$

"$

解方程组的基本方法是消元!常用的消元方法有代入消元法和加减消元法
$

三元一次方程组!

消元
*++++

! 二元一次方程组!

消元
*++++

! 一元一次方程

!!

我们学习过用待定系数法求一次函数
#

#'"$%

的表达式#只要求出
'

和
%

的值#就
可以确定一次函数的表达式

$

类似地#用待定系数法可以求出二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的表达式
$
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!#&

!!!

!$

几个点可以确定一条抛物线的表达式
求一次函数的表达式实质上就是要确定

#

#'"$%

中
'

!

%

的值
$

已知直线上两个点
的坐标可通过解二元一次方程组求得

'

!

%

的值
$

要确定二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的表达式!需要求出
!

!

%

!

&

的值!而确定
!

!

%

!

&

的值
需要三组

"

!

#

值!即需要已知抛物线上三个点的坐标
$

是否任意给出三个点就可以确定一条抛物线呢* 显然!若三点在同一条直线上是不
行的!必须得保证给定的三点不在同一条直线上"三点的横坐标两两不等#!即不在同一
直线上的三点确定一条抛物线

$

"$

用待定系数法求二次函数的表达式
"

-

#根据图象上任意三个点的坐标求二次函数的表达式
不在同一直线上的三点确定一条抛物线!因此!如果已知抛物线上三个点的坐标!我

们可以设二次函数的表达式为
#

#!"

"

$%"$&

!类比求一次函数表达式的待定系数法求
出
!

!

%

!

&

的值!进而求得二次函数的表达式
$

例
!

!

二次函数的图象过
0

"

.

!

!/

#!

1

"

%

!

&

#!

2

"

!-

!

%

#三点!求此二次函数的表达式
$

解析"因为二次函数的图象过点
0

"

.

!

!/

#!

1

"

%

!

&

#!

2

"

!-

!

%

#!所以可设该二次函数
表达式为

#

#!"

"

$%"$&

!将这三个点的坐标分别代入
#

#!"

"

$%"$&

!可得关于
!

!

%

!

&

的三元一次方程组&

-)!$.%$&#!/

!

&#&

!

!!%$&#%

'

(

)

!

解此方程组得
!#!-

!

%#"

!

&#&

'

(

)

$

所以此二次函数表达式为
#

#!"

"

$""$&$

"

"

#已知抛物线的顶点求二次函数的表达式
若已知抛物线的顶点坐标!则二次函数表达式"顶点式#

#

#!

"

"!/

#

"

$'

中的
/

!

'

也
随之确定!这时只需要再有一个条件便可用待定系数法求得其中的

!$

例
"

!

顶点为"

!"

!

!&

#的抛物线经过点"

-

!

)

#!求此抛物线的表达式
$

解析"因为已知抛物线的顶点!因此可设抛物线的表达式为
#

#!

"

"!/

#

"

$'$

由于抛
物线顶点为"

!"

!

!&

#!所以
/#!"

!

'#!&

!所以
#

#!

"

"$"

#

"

!&$

又因为抛物线过点
"

-

!

)

#!所以
)#!

"

-$"

#

"

!&

!解得
!#-

!所以此抛物线的表达式为
#

#

"

"$"

#

"

!&$
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!!!

"

&

#根据抛物线与
"

轴的交点坐标求二次函数的表达式
在学习一次函数时!我们可令其表达式

#

#'"$%

中的
#

为
%

!通过解方程
'"$%#%

求得其图象与
"

轴的交点
$

同样地!我们也可以令二次函数表达式
#

#!"

"

$%"$&

中的
#

为
%

!通过解一元二次方程
!"

"

$%"$&#%

求出抛物线与
"

轴的交点
$

学习一元二次方程时已知道!若一元二次方程
!"

"

$%"$&#%

的两根为
"

-

!

"

"

!则二
次多项式

!"

"

$%"$&

可变形为
!

"

"!"

-

#"

"!"

"

#

$

同样地!若抛物线与
"

轴的交点的横
坐标分别为

"

-

!

"

"

!相应地!二次函数的表达式可写成
#

#!

"

"!"

-

#"

"!"

"

#!我们将它称
为二次函数表达式的交点式

$

例如&若二次函数图象与
"

轴的两交点分别为"

"

!

%

#!"

&

!

%

#!则此二次函数的表达式
可表示为

#

#!

"

"!"

#"

"!&

#

$

如果已知二次函数图象与
"

轴的两个交点!我们可以通过设交点式求得其表达式
$

例
#

!

二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象与
"

轴交于
0

"

!"

!

%

#!

1

"

/

!

%

#两点!且过点
2

"

%

!

!.

#!求此二次函数的表达式
$

解析"已知二次函数图象与
"

轴的两个交点分别为
0

"

!"

!

%

#!

1

"

/

!

%

#!因此可设此
二次函数的表达式为

#

#!

"

"$"

#"

"!/

#!再将
2

"

%

!

!.

#代入
#

#!

"

"$"

#"

"!/

#!可得
!#

"

/

!所以此二次函数的表达式为
#

#

"

/

"

"$"

#"

"!/

#

$

!$

已知二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象经过点
0

"

!-

!

%

#!

1

"

"

!

%

#!

2

"

%

!

!"

#!那么这个
二次函数的表达式为 "

!!

#

'(

#

#"

"

$"!" *(

#

#"

"

$"$"

+(

#

#"

"

!"!" ,(

#

#""

"

!"!"

"$

如果二次函数
#

#)

"

"!"

#

"

$)

"

!-

的最小值是
%

!则
)

的值为 "

!!

#

'(- *(!- +(4- ,("

#$

二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象的最高点是"

!-

!

!&

#!则
%

!

&

的值是 "

!!

#

'("

!

. *("

!

!.

+(!"

!

. ,(!"

!

!.

-$

二次函数的表达式有三种形式&

!

一般式
#

#!"

"

$%"$&

"

!

"

%

#'

"

顶点式
#

#

!

"

"!/

#

"

$'

"

!

"

%

#!其中
/

!

'

是函数图象顶点"

/

!

'

#的横$纵坐标'

#

交点式
#

#!

"

"!

"

-

#"

"!"

"

#"

!

"

%

#!其中
"

-

!

"

"

是函数图象与
"

轴的两个交点的横坐标
$

"$

求二次函数的表达式!一般用待定系数法
$

如果已知图象上三个点的坐标!可设一
般式'如果已知图象的顶点坐标!可设顶点式'如果已知图象与

"

轴的交点坐标!可设交
点式

$
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!!!

!$

若抛物线
#

#""

"

!

"

)$&

#

"!)$5

的对称轴为
#

轴!则
)

为 "

!!

#

'(" *(& +(!& ,(!"

"$

二次函数
#

#"

"

!)"$)$"

的图象的顶点在
"

轴上方且到
"

轴的距离为
&

!则二次
函数表达式为 "

!!

#

'(

#

#"

"

!""$. *(

#

#"

"

$""

+$

#

#"

"

!""!- ,(

#

#"

"

$""!-

#$

二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象向左平移
"

个单位长度得到函数
#

#"

"

!""$-

的图
象!则

%

和
&

的值分别为 "

!!

#

'(%#!)

!

&#0 *(%#)

!

&#!0

+$%#.

!

&#!0 ,(%#!&

!

&#)

$$

若二次函数的图象经过点"

-

!

.

#和"

/

!

%

#!且对称轴为
"#"

!求此函数的表达式
$
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!#)

!!!

!$$

!

二次函数与一元二次方程的联系

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

当二次函数
#

#"

"

!"!"

的函数值为
%

时!自变量
"

的值为 "

!!

#

'("

-

#!"

!

"

"

#- *("

-

#!"

!

"

"

#!-

+$"

-

#"

!

"

"

#- ,("

-

#"

!

"

"

#!-

"$

一元二次方程
&"

"

!)"$"#%

的根的情况是 "

!!

#

'(

有两个不相等的实数根
*(

有两个相等的实数根
+(

没有实数根
,(

有两个实数根
#$

若一元二次方程
&"

"

$)"!.#%

的两根为
"

-

!

"

"

!则下列各式正确的是 "

!!

#

'("

-

$"

"

#"

!

"

-

+

"

"

#

.

&

*("

-

$"

"

#!"

!

"

-

+

"

"

#

.

&

+$"

-

$"

"

#!"

!

"

-

+

"

"

#!

.

&

,("

-

$"

"

#"

!

"

-

+

"

"

#!

.

&

$$

一次函数
#

#""!)

的图象与
"

轴的交点坐标为 "

!!

#

'(

"

&

!

%

#

*(

"

!&

!

%

#

+(

"

%

!

&

#

,(

"

%

!

!&

#

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

解一元二次方程
!"

"

$%"$&#%

最常用的方法是公式法!当
%

"

!.!&

,

%

时!其求

根公式为
"#

!%4 %

"

!.槡 !&

"!

$

"$

'

#%

"

!.!&

叫做一元二次方程
!"

"

$%"$&#%

根的判别式
$

当
'$

%

时!方程有两
个不相等的实数根'当

'

#%

时!方程有两个相等的实数根'当
'%

%

时!方程没有实数根
$

&$

若一元二次方程
!"

"

$%"$&#%

的两根为
"

-

!

"

"

!则
"

-

$"

"

#!

%

!

!

"

-

+

"

"

#

&

!

$

.$

一次函数与一元一次方程之间的联系
当一次函数的函数值

#

#%

时!一次函数
#

#'"$%

就转化成了一元一次方程
'"$

%#%

!且一次函数
#

#'"$%

的图象与
"

轴交点的横坐标即为一元一次方程
'"$%#%

的解
$
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!!!

!!

对于二次函数
#

#!"

"

$%"$&

#当
#

取一个确定值时#就变成了一个一元二次方程#

由此可知一元二次方程与二次函数有着密切的关系
$

那么二次函数
#

#!"

"

$%"$&

与一
元二次方程

!"

"

$%"$&#%

之间到底有怎样的关系呢&

-$

二次函数
#

#!"

"

$%"$&

与一元二次方程
!"

"

$%"$&#%

的关系

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

图
-$. - -

例如&

"

-

#从方程角度看!一元二次方程
"

"

!""!&#%

的根为
"

-

#!-

!

"

"

#&

'

"

"

#从函数表达式角度看!二次函数
#

#"

"

!""!&

!当函数值
#

#%

时!自变量
"#

!-

或
&

'

"

&

#从函数图象看!抛物线
#

#"

"

!""!&

与
"

轴的交点的横坐标为
!-

和
&

"如
图

-$. --

#

$

"$

一般地!从二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象可得如下结论
$

"

-

#如果抛物线
#

#!"

"

$%"$&

与
"

轴有公共点!公共点的横坐标是
"

%

!那么当
"#

"

%

时!函数值是
%

!因此
"#"

%

是方程
!"

"

$%"$&#%

的一个解
$

"

"

#二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象与
"

轴的位置关系有三种&没有公共点!有一个
公共点!有两个公共点

$

这对应着一元二次方程
!"

"

$%"$&#%

的解的三种情况&没有实
数解!有两个相等的实数解!有两个不等的实数解

$

&$

由二次函数
#

#!"

"

$%"$&

与一元二次方程
!"

"

$%"$&#%

之间的关系!可拓展
得到二次函数

#

#!"

"

$%"$&

与一元二次不等式之间的关系
例如&抛物线

#

#"

"

$""!&

与
"

轴交于
0

"

-

!

%

#!

1

"

!&

!

%

#!则不等式
"

"

$""!&

$

%

的解集为
"

%

!&

或
"

$

-

!不等式
"

"

$""!&

%

%

的解集为
!&

%

"

%

-$
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!!!

图
-$. - "

!$

函数
#

#"

"

$!"$%

的图象如图
-$. - "

所示!则关于
"

的方程
"

"

$!"$%#%

的解是 "

!!

#

'(

无解
*("#-

+("#!.

,("#!-

或
"#.

"$

下列关于二次函数
#

#!"

"

!"!"$-

"

!

$

-

#的图象与
"

轴
交点的判断!正确的是 "

!!

#

'(

没有交点
*$

只有一个交点!且它位于
#

轴右侧
+$

有两个交点!且它们均位于
#

轴左侧
,$

有两个交点!且它们均位于
#

轴右侧
#$

若二次函数
#

#"

"

$%"

的图象的对称轴是经过点"

"

!

%

#且平行于
#

轴的直线!则关于
"

的方程
"

"

$%"#/

的解为 "

!!

#

'("

-

#%

!

"

"

#. *("

-

#-

!

"

"

#/

+("

-

#-

!

"

"

#!/ ,("

-

#!-

!

"

"

#/

$$

利用函数图象求方程
"

"

!""!"#%

的实数解"结果保留小数点后一位#

$

-$

当二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的函数值
)

确定时!可以通过解一元二次方程
!"

"

$

%"$&#)

求得相应的自变量
"

的值
$

"$

二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象与
"

轴的公共点的横坐标是一元二次方程
!"

"

$

%"$&#%

的解!一元二次方程的解的个数就是其所对应的抛物线与
"

轴公共点的个数
$
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!!!

!$

二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象与
"

轴有交点!则
%

"

!.!&

!!!!

%$

图
-$. - &

"$

已知抛物线
#

#!"

"

$%"$&

如图
-$. - &

所示!则一元二次方程
!"

"

$%"$&#%

"

!!

#

'(

没有实数解
*(

有两个实数解!且一个解小于
-

!一个解大于
"

+$

有两个实数解!且一个解为正!一个解为负
,$

只有一个实数解
#$

一次函数
#

#""$-

与二次函数
#

#"

"

!."$&

的图象交点 "

!!

#

'(

只有一个
*(

恰好有两个
+$

可以有一个!也可以有两个
,(

无交点

图
-$. - .

$$

二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的图象如图
-$. - .

所示!那么关于
"

的方程
!"

"

$%"$&!&#%

的解的情况是 "

!!

#

'(

有两个不相等的实数解
*(

有两个异号实数解
+$

有两个相等的实数解
,(

无实数解
%$

二次函数
#

#!"

"

$."!&

的图象交
"

轴于
0

!

1

两点!交
#

轴于
2

点!则
-

012

的面
积为 "

!!

#

'() *(. +(& ,(-

&$

画出函数
#

#"

"

!."!&

的图象!根据图象回答下列问题&

"

-

#图象与
"

轴交点的坐标大致是什么*

"

"

#方程
"

"

!."!&#%

的解的近似值是什么*

"

&

#不等式
"

"

!."!&

$

%

!

"

"

!."!&

%

%

的解集分别是什么*
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!!!

!$%

!

二次函数的应用

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

函数
#

#!"

"

!."!&

的最大值是 "

!!

#

'(!& *(- +(!- ,("

图
-$/ - -

"$

如图
-$/ - -

!象棋盘上!若(帅)位于点"

!-

!

!"

#!(马)位
于点"

"

!

!"

#!则(炮)可能位于点 "

!!

#

'(

"

!&

!

-

#

*(

"

%

!

%

#

+(

"

!-

!

%

#

,(

"

-

!

!-

#

#$

如图
-$/ - "

!已知四边形
0125

是长方形!

01#&

!

05#.

!点
0

的坐标为
!

&

"

!

" #

!-

!则点
2

的坐标是 "

!!

#

图
-$/ - "

'(!&

!

&

" #

"

*(

&

"

!

" #

!&

+(&

!

&

" #

"

,(

&

"

!

" #

&

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

二次函数
#

#!"

"

$%"$&

可化为
#

#! "$

%

"

" #

!

"

$

.!&!%

"

.!

$

若
!

$

%

!则当
"#

!

%

"!

时!

#

取最小值.!&!%

"

.!

'若
!

%

%

!则当
"#!

%

"!

时!

#

取最大值.!&!%

"

.!

$

"$

平面直角坐标系中!已知点
.

的坐标为"

!

!

%

#&

"

-

#当
!

$

%

!

%

$

%

时!点
.

在第一象限'当
!

%

%

!

%

$

%

时!点
.

在第二象限'当
!

%

%

!

%

%

%

时!点
.

在第三象限'当
!

$

%

!

%

%

%

时!点
.

在第四象限
$

反之!也成立
$

"

"

#点
.

"

!

!

%

#到
"

轴的距离为
#

%

#

!到
#

轴的距离为
#

!

#

$
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!!!

!!

前面几节课#我们已经研究了二次函数的图象及其性质#那么二次函数究竟在实际生
活问题中有什么用#如何用二次函数的知识来解释或解决生活中的常见问题呢&

!$

建立二次函数模型
"

-

#识模与解模
例

!

!

从地面竖直向上抛出一小球!小球的高度
/

"

6

#与小球的运动时间
,

"

7

#之间的
关系是

/#&%,!/,

"

"

%

.

,

.

)

#!小球运动的时间是多少时!小球最高* 小球运动中的最大
高度是多少*

解"解决此问题!首先要明白此问题研究的是&小球的高度
/

和小球运动的时间
,

这
两个变量之间的关系'

画出函数
/#&%,!/,

"

"

%

.

,

.

)

#的图象!结合图象易知!小球运动中的最大高度对应
自变量取顶点横坐标时的函数值!因此当

,#!

%

"!

#!

&%

"8

"

!/

#

#&

时!

/

取最大值!为
.!&!%

"

.!

#!

&%

"

.8

"

!/

#

#./

!也就是说!小球运动的时间为
&7

时!小球最高!最大高度是
./6$

"

"

#建模与解模
例

"

!

用总长为
)%6

的篱笆围成矩形场地!矩形面积
*

随矩形一边长
6

的变化而变
化!当

6

是多少米时!场地的面积
*

最大*

解"借助例
-

中解决问题的经验!不难解决此问题
$

由题意得!

*#

)%

"

!

" #

66

!整理后得
*#!6

"

$&%6

"

%

%

6

%

&%

#

$

因此!当
6#!

%

"!

#

!

&%

"8

"

!-

#

#-/

时!

*

取最大值!为.!&!%

"

.!

#

!&%

"

.8

"

!-

#

#""/

!也就是说!当
6#-/6

时!

场地的面积
*

最大
$

"$

二次函数求最值
由于抛物线

#

#!"

"

$%"$&

的顶点是最低"高#点!可得当
"#!

%

"!

时!二次函数
#

#

!"

"

$%"$&

取最小"大#值.!&!%

"

.!

$
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!$%

!!!

图
-$/ - &

!$

如图
-$/ - &

!某运动员在
-%6

跳台跳水比赛时身体"看成
一点#在空中的运动路线是抛物线

#

#!

"/

)

"

"

$

-%

&

"

"图中标
出的数据为已知条件#!运动员在空中运动的最大高度离水面

"

!!

#

'(-%6

*(-%$.6

+(

"1

&

6

,(

&"

&

6

"$

河北省赵县的赵州桥的桥拱是近似的抛物线!建立如图
-$/ - .

所示的平面直角坐
标系!其函数表达式为

#

#!

-

"/

"

"

!当水面离桥拱顶的高度
57

是
.6

时!水面宽度
01

为 "

!!

#

!!!!!!!!!

!!!!

图
-$/ - .

'(!"%6 *(-%6

+$"%6 ,(!-%6

图
-$/ - /

#$

如图
-$/ - /

!假设篱笆"虚线部分#的长度为
-)6

!则所围
成的矩形

0125

的最大面积是 "

!!

#

'()%6

"

*()&6

"

+().6

"

,())6

"

$$

某公司在甲$乙两地同时销售某种品牌的汽车
$

已知在甲$乙两地的销售利润
#

"万元#

与销售量
"

"辆#之间分别满足&

#-

#!"

"

$-%"

!

#"

#""$

若该公司在甲$乙两地共销售
-/

辆该品牌的汽车!则能获得的最大利润为 "

!!

#

'(&%

万元
*(.%

万元
+(./

万元
,(.)

万元
%$

飞机着陆后滑行的距离
#

"

6

#关于滑行时间
,

"

7

#的函数表达式是
#

#)%,!

&

"

,

"

$

在飞机
着陆滑行中!最后

.7

滑行的距离是
!!!!!

6$
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-$

在利用二次函数解决实际问题时!应重点关注如何将利润$面积等实际问题适当
地转化为二次函数的最大"小#值问题进行解决

$

一般思路为&先求出函数表达式!再结合
实际求二次函数的最大值或最小值

$

"$

对于一些几何问题!首先要建立适当的直角坐标系!然后求出相对应的二次函数
表达式!再来求二次函数的最大"小#值

$

&$

在利用二次函数解决实际问题时!有时需要根据实际问题情境!考虑自变量的取
值范围!然后在相应自变量的取值范围内求其最大"小#值

$

!$

某农产品市场经销一种成本为每千克
.%

元的水产品
$

据市场分析!若按每千克
/%

元
销售!一个月能售出

/%%

千克'销售单价每涨
-

元!月销售量就减少
-%

千克
$

设销售价
为每千克

"

元!月销售利润为
#

元!则
#

与
"

的函数关系式为 "

!!

#

'(

#

#

"

"!.%

#"

/%%!-%"

#

*(

#

#

"

"!.%

#"

-%"!/%%

#

+$

#

#

"

"!.%

#,

/%%!-%

"

"!/%

#-

,(

#

#

"

"!.%

#,

/%%!-%

"

/%!"

#-

图
-$/ - )

"$

如图
-$/ - )

是一座抛物线形桥拱的示意图!在所给出的平
面直角坐标系中!当水位在

01

位置时!水面宽度为
-%6

!此时
水面到桥拱顶的距离是

.6

!则抛物线的函数关系式为"

!!

#

'(

#

#

"/

.

"

"

*$

#

#!

"/

.

"

"

+(

#

#!

.

"/

"

"

,(

#

#

.

"/

"

"

#$

烟花厂为雁荡山旅游节特别设计制作一种新型礼炮!这种礼炮的升空高度
/

"

6

#与飞
行时间

,

"

7

#的关系式是
/#!

/

"

,

"

$"%,$-

!若这种礼炮在点火升空到最高点处引爆!

则从点火升空到引爆需要的时间为 "

!!

#

'(&7 *(.7

+(/7 ,()7

图
-$/ - 5

$$

如图
-$/ - 5

!正方形
0125

的边长为
/

!点
8

是
01

上一点!点
9

是
05

延长线上一点!且
18#59$

四边形
08:9

是矩形!则矩形
08:9

的面积
#

与
18

的长
"

之间的函数关系式为 "

!!

#

'(

#

#/!" *(

#

#/!"

"

+(

#

#"/!" ,(

#

#"/!"

"
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!!!

图
-$/ - 1

%$

如图
-$/ - 1

!从某建筑物
-%6

高的窗口
0

处用水管向外喷水!

喷出的水成抛物线状"抛物线所在平面与墙面垂直#

$

如果抛物线的
最高点

-

离墙
-6

!离地面.%
&

6

!则水流落地点
1

离墙的距离
71

是 "

!!

#

'("6

*(&6

+(.6

,(/6

&$

随着互联网的普及!某手机厂商采用先网络预订!然后根据订单量生产手机的方式销
售

$"%"%

年该厂商将推出一款新手机!根据相关统计数据预测!定价为
""%%

元!日预
订量为

"%%%%

台!若定价每减少
-%%

元!则日预订量增加
-%%%%

台
$

设定价减少
"

元!

预订量为
#

台
$

"

-

#写出
#

与
"

的函数关系式
$

"

"

#若每台手机的成本是
-"%%

元!求所获的利润
;

"元#与
"

"元#的函数关系式!并说
明定价为多少时所获利润最大

$

"

&

#若手机加工时!每天最多加工
/%%%%

台!且每批手机会有
/9

的故障率!通过计算
说明&每天最多接受的预订量为多少* 按最大量接受预订时!每台定价多少元*
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本章整理提升

一(二次函数表达式的基本形式
一般式&

#

#!"

"

$%"$&

"

!

"

%

#'

顶点式&

#

#!

"

"!/

#

"

$'

"

!

"

%

#!抛物线的顶点坐标为"

/

!

'

#'

交点式&

#

#!

"

"!"

-

#"

"!"

"

#"

!

"

%

#!其中
"

-

!

"

"

为抛物线与
"

轴的两个交点的横坐标
$

二(二次函数图象的平移
-$

平移步骤
将二次函数的表达式转化为顶点式

#

#!

"

"!/

#

"

$'

!确定其顶点坐标为"

/

!

'

#

$

"$

平移规律
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在原有函数基础上(

/

值为正则右移!

/

值为负则左移'

'

值为正则上移!

'

值为负则
下移)

$

三(二次函数
#

#!

$

"!/

%

"

$'

与
#

#!"

"

$%"$&

的比较
从表达式上看!

#

#!

"

"!/

#

"

$'

与
#

#!"

"

$%"$&

是两种不同的表达形式!后者通
过配方可以变成前者的形式!即

#

#!"$

%

"

" #

!

"

$

.!&!%

"

.!

!其中
/#!

%

"!

!

'#

.!&!%

"

.!

$

四(二次函数图象与二次函数表达式中各项系数之间的关系
-$

二次项系数
!

二次函数
#

#!"

"

$%"$&

中!

!

为二次项系数!显然
!

"

%$

"

-

#当
!

$

%

时!抛物线开口向上!

!

的值越大!开口越小!反之
!

的值越小!开口越大'

"

"

#当
!

%

%

时!抛物线开口向下!

!

的值越小!开口越小!反之
!

的值越大!开口越大
$

总而言之!

!

决定了抛物线的开口大小和方向!

!

的正负决定开口方向!

#

!

#

的大小决
定开口的大小

$

"$

一次项系数
%

在二次项系数
!

确定的前提下!

%

决定抛物线的对称轴的位置
$

例如!在
!

$

%

的前提下!当
%

$

%

时!

!

%

"!

%

%

!则抛物线的对称轴在
#

轴左侧'当
%#%

时!

!

%

"!

#%

!则抛物线的对称轴是
#

轴'当
%

%

%

时!

!

%

"!

$

%

!则抛物线的对称轴在
#

轴右侧
$

总而言之!在
!

确定的前提下!

%

决定抛物线的对称轴的位置
$

!

!

%

符号的快速判定方法"左同右异#&对称轴
"#!

%

"!

在
#

轴左边!则
!

!

%

同号'对

称轴
"#!

%

"!

在
#

轴右边!则
!

!

%

异号
$

&$

常数项
&

!决定抛物线与
#

轴交点的位置
"

-

#当
&

$

%

时!抛物线与
#

轴的交点在
"

轴上方!即抛物线与
#

轴交点的纵坐标为正'

"

"

#当
&#%

时!抛物线与
#

轴的交点在坐标原点!即抛物线与
#

轴交点的纵坐标为
%

'

"

&

#当
&

%

%

时!抛物线与
#

轴的交点在
"

轴下方!即抛物线与
#

轴交点的纵坐标为负
$

综上!只要
!

!

%

!

&

都确定!那么这条抛物线就是唯一确定的
$

五(二次函数表达式的确定
根据已知条件确定二次函数表达式!通常利用待定系数法

$

用待定系数法求二次函
数的表达式必须根据题目的特点!选择适当的形式!才能使解题简便

$

一般来说有如下几
种情况&

-$

已知抛物线上三个点的坐标!一般选用一般式'

"$

已知抛物线顶点或对称轴或最大"小#值!一般选用顶点式'

&$

已知抛物线与
"

轴的两个交点的横坐标!一般选用交点式'

湖
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.$

已知抛物线上纵坐标相同的两点!常选用顶点式
$

六(三类初等函数$一次函数(反比例函数(二次函数%的综合运用
继一次函数$反比例函数之后!本章认识了二次函数

$

三类函数的概念与性质各异
"三者在变量间的关系$函数的表达式$函数图象的形状与特征$函数的增减性等诸方面
都不同#!但其研究方法却是相同相通的!如数形结合法$待定系数法

$

高中阶段学习其他
函数时也用这种方法进行研究

$

在实际中!经常遇到三大函数同时出现的情形!这就需要充分理解三者的关联与区
别

$

下面是几个具体例子&

图
- -

例
!

!

如图
- -

!在平面直角坐标系中!抛物线与
"

轴交
于点

0

"

!-

!

%

#和点
1

"

-

!

%

#!直线
#

#""!-

与
#

轴交于点
2

!

与抛物线交于点
2

!

5$

"

-

#求抛物线的解析式'

"

"

#求点
0

到直线
25

的距离
$

分析""

-

#先求得
2

的坐标!然后证得
2

为抛物线的顶点!

即可设抛物线的表达式为
#

#!"

"

!-

!把
0

"

!-

!

%

#代入即可
求得'

"

"

#根据抛物线与直线方程求得点
5

的坐标及直线与
"

轴交点的坐标!然后利用面
积法来求点

0

到直线
25

的距离
$

解""

-

#

2

直线
#

#""!-

与
#

轴交于点
2

!

32

的坐标为"

%

!

!-

#

$

2

抛物线与
"

轴交于点
0

"

!-

!

%

#和点
1

"

-

!

%

#!

3

对称轴为
#

轴!

图
- "

32

点就是抛物线的顶点
$

设抛物线的表达式为
#

#!"

"

!-

!把
0

"

!-

!

%

#代入得!

!!-#%

!

3!#-

!

3

抛物线的表达式为
#

#"

"

!-$

"

"

#由#

#"

"

!-

!

#

#""

.

!-

得"#%

!

#

.

#!-

或"#"

!

#

#&

.

$

35

"

"

!

&

#!由勾股定理可计算得出
25#"槡/$

如图
- "

!设直线
25

与
"

轴交于点
8

!点
0

到直线
25

的距离为
/$

易求
8

-

"

!

" #

%

!所以
08#

&

"

$

所以-

"

8

&

"

8

"

-$&

#

#

-

"

8"槡//!解得
/#

&槡/
/

!

即点
0

到直线
25

的距离的&槡/
/

$

点评"本题考查了抛物线与
"

轴的交点!待定系数法求函数的表达式以及直线和抛
物线的交点的求法

$

解答第"

"

#问时!利用
-

025

的面积公式来求
/

的值!比较直观!易
于理解

$
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例
"

!

如图
- &

!经过原点和点
0

"

"

!

%

#的抛物线
#

#!"

"

$%"$&

与双曲线
#

#

'

"

交
于
1

"

&

!

&

#

$

图
- &

"

-

#求抛物线和双曲线的表达式'

"

"

#在
#

轴上找一点
2

!使
#

20!21

#

的值最大
$

分析""

-

#根据抛物线
#

#!"

"

$%"$&

经过原点$点
0

"

"

!

%

#和点
1

"

&

!

&

#!列出方程
组!求出

!

!

%

和
&

的值!根据双曲线
#

#

'

"

经过点
1

"

&

!

&

#求出
'

的值'

"

"

#当点
0

!

1

和
2

在一条直线上时!

#

20!21

#

的值最大!设直线
01

的表达式为
#

#'"$%

!根据题意列出
'

和
%

的方程组!求出直线
01

的表达式!令
"#%

!求出
#

的值!

此时点
2

坐标即可求出
$

解""

-

#

2

抛物线
#

#!"

"

$%"$&

经过原点!点
0

"

"

!

%

#和点
1

"

&

!

&

#!

3

.!$"%$&#%

!

0!$&%$&#&

!

&#%

'

(

)

!

3

!#-

!

%#!"

!

&#%

'

(

)

!

3

抛物线的表达式为
#

#"

"

!""$

2

双曲线
#

#

'

"

经过点
1

"

&

!

&

#!

3'#0

!

3

双曲线的表达式为
#

#

0

"

$

"

"

#设直线
01

的表达式为
#

#'"$%

!

20

"

"

!

%

#!

1

"

&

!

&

#!

3

"'$%#%

!

&'$%#&

.

!

3

'#&

!

%#!)

.

$

3

直线
01

的表达式为
#

#&"!)$

如图
- .

!当
2

在直线
01

上时!

#

12!20

#

#01

!

图
- .
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当
2

不在直线
01

上时!由三角形两边之差小于第三边知!

#

12!20

#%

01$

故
#

20!21

#.

01$

令
"#%

!得
#

#!)

!即点
2

的坐标为"

%

!

!)

#!此时
#

20!21

#

的值最大
$

例
#

!

某体育用品商店试销一款成本为
/%

元的排球!规定&

!

试销售期三天'

"

试销期
间单价不低于成本价!且获利不得高于

.%9$

经试销发现!销售量
#

"个#与销售单价
"

"元#

之间满足如图
- /

所示的一次函数关系
$

图
- /

"

-

#试确定
#

与
"

之间的函数关系式
$

"

"

#若该体育用品商店试销的这款排球所获得的利润为
<

元!试写出利润
<

"元#与
销售单价

"

"元#之间的函数关系式
$

当试销单价定为多少元时!该商店可获得最大利润*

最大利润是多少元*

"

&

#试销结束后!导购员月月说&(试销期间销售这款排球共获利
&)5/

元
$

)你认为她
说法对吗* 请说明理由

$

分析""

-

#利用待定系数法根据图中已知点的坐标求出一次函数表达式即可'

"

"

#根据(利润
#

"售价
!

成本#

8

销售量)列出函数关系式'

"

&

#令
<#&)5/

!解方程即可作出判断
$

解""

-

#设
#

与
"

之间的一次函数关系式为
#

#'"$%

!根据题意得
//'$%#)/

!

)%'$%#)%

.

!

解得'#!-

!

%#-"%

.

$

故所求一次函数的表达式为
#

#!"$-"%$

"

"

#利润
<

与销售单价
"

之间的函数关系式为
<#

"

"!/%

#"

!"$-"%

#

#!"

"

$

-5%"!)%%%#!

"

"!1/

#

"

$-""/$

2

排球的成本为
/%

元!规定试销期间单价不低于成本价!且获利不得高于
.%9$

3/%

.

"

.

5%

!

3

当试销单价定为
5%

元时!该商店可获最大利润!最大利润是
-%%%

元
$

"

&

#依题意得!

!

"

"!1/

#

"

$-""/##&)5/

!

得"

"!1/

#

"

#!"./%

!

此方程无解!故导购员月月的说法错误
$

点评"本题主要考查二次函数的应用!根据(利润
#

"售价
!

成本#

8

销售量)列出函
数关系式!运用二次函数解决实际问题!比较简单

$

湖
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本章达标测试

"时间
-%%

分钟!满分
-%%

分#

一(选择题'每小题
"

分#共
&"

分(

!$

下列函数中!是二次函数的为 "

!!

#

'(

#

#!."$/ *(

#

#"

"

""!&

#

+(

#

#

"

"$.

#

"

!"

"

,(

#

#

-

"

"

"$

关于二次函数
#

#""

"

$."!-

!下列说法正确的是 "

!!

#

'(

图象与
#

轴的交点坐标为"

%

!

-

#

*(

图象的对称轴在
#

轴的右侧
+(

当
"

%

%

时!

#

的值随
"

值的增大而减小
,(

#

的最小值为
!&

第
&

题图

#$

已知二次函数的图象"

%

.

"

.

.

#如图所示!关于该函数在所给自
变量的取值范围内!下列说法正确的是 "

!!

#

'(

有最大值
"

!有最小值
!"$/

*$

有最大值
"

!有最小值
-$/

+$

有最大值
-$/

!有最小值
!"$/

,$

有最大值
"

!无最小值
$$

将二次函数
#

#"

"

!."!.

化为
#

#!

"

"!/

#

"

$'

的形式!正确的
是 "

!!

#

'(

#

#

"

"!"

#

"

*(

#

#

"

"$"

#

"

!1

+(

#

#

"

"$"

#

"

,(

#

#

"

"!"

#

"

!1

%$

已知学校航模组设计制作的火箭的升空高度
/

"

6

#与飞行时间
,

"

7

#满足函数表达式
/#!,

"

$".,$-$

下列说法中正确的是 "

!!

#

'(

点火后
07

和点火后
-&7

的升空高度相同
*(

点火后
".7

火箭落于地面
+(

点火后
-%7

的升空高度为
-&06 ,(

火箭升空的最大高度为
-./6

&$

若抛物线
#

#"

"

!%"$0

的顶点在
"

轴的负半轴上!则
%

的值为 "

!!

#

'(4& *() +(!) ,(4)

'$

二次函数
#

#&

"

"!"

#

"

!/

的图象与
#

轴的交点坐标为 "

!!

#

'(

"

%

!

"

#

*(

"

%

!

!/

#

+(

"

%

!

5

#

,(

"

%

!

&

#

($

将抛物线
#

#"

"平移得到抛物线
#

#

"

"$&

#

"

!则这个平移过程正确的是 "

!!

#

'(

向左平移
&

个单位长度
*(

向右平移
&

个单位长度
+$

向上平移
&

个单位长度
,(

向下平移
&

个单位长度
)$

抛物线
#

#

"

"!-

#

"

$&

"

!!

#

'(

有最大值
- *(

有最小值
- +(

有最大值
& ,(

有最小值
&

湖
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第
-%

题图

!*$

二次函数的部分图象如图所示!对称轴是
"#!-

!则这个二次函
数的表达式为 "

!!

#

'(

#

#!"

"

$""$&

*(

#

#"

"

$""$&

+(

#

#!"

"

$""!&

,(

#

#!"

"

!""$&

!!$

二次函数
#

#"

"

!""$-

的图象与
"

轴的交点个数为 "

!!

#

'(% *(-

+(" ,(&

!"$

某品牌钢笔进价
1

元!按
-%

元一支出售时每天能买出
"%

支!市场调查发现如果每支
每涨价

-

元!每天就少卖出
"

支!为了每天获得最大利润!其售价应定为 "

!!

#

'(--

元
*(-"

元
+(-&

元
,(-.

元
!#$

若
0

"

!.

!

#-

#!

1

"

!&

!

#"

#!

2

"

-

!

#&

#为二次函数
#

#"

"

!."$)

的图象上的三点!则
#-

!

#"

!

#&

的大小关系是 "

!!

#

'(

#-

%

#"

%

#&

*(

#&

%

#"

%

#-

+(

#&

%

#-

%

#"

,(

#-

%

#&

%

#"

!$$

已知二次函数
#

#!"

"

$%"$&

的函数值
#

与自变量
"

的部分对应值如下表所示!则
方程

!"

"

$%"$&#%

的一个解的范围是 "

!!

#

" )$-5 )$-1 )$-0 )$"%

#

!%$%& !%$%- %$%" %$%.

'(!%$%-

%

"

%

%$%" *()$-5

%

"

%

)$-1

+$)$-1

%

"

%

)$-0 ,()$-0

%

"

%

)$"%

!%$

若二次函数
#

#

"

"!)

#

"

!-

!当
"

.

-

时!

#

随
"

的增大而减小!则
)

的取值范围是
"

!!

#

'()#- *()

$

- +()

,

- ,()

.

-

!&$

对于二次函数
#

#!"

"

$."!-

所具有的性质!下列描述正确的是 "

!!

#

'(

图象与
"

轴的交点坐标是"

!-

!

%

#

*(

图象对称轴是直线
"#!

"

!

+(

图象经过点-

.

!

-

" #

-)

,(

在对称轴的左侧
#

随
"

的增大而增大
二(填空题'每小题

&

分#共
-1

分(

!'$

若
#

#

"

)$"

#

"

)

"

!"

$&"!"

是二次函数!则
)

的值是
!!!!!

$

!($

二次函数
#

#"

"

!""!-

的图象的顶点坐标是
!!!!!

$

第
-0

题图

!)$

如图是二次函数
#-

#!"

"

$%"$&

和一次函数
#"

#'"$,

的图象!当
#-

,

#"

时!

"

的取值范围是
!!!!!

$

"*$

如果将抛物线
#

#"

"

$""!-

向上平移!使它经过点
0

"

-

!

&

#!那么所
得新抛物线的表达式是

!!!!!

$

"!$

某快递公司
-%

月份投递快递件数是
-%

万件!如果该公司第四季度
每个月投递快递件数的增长率都为

"

!设
-"

月份的投递快递件数为
#

万件!那么
#

关于
"

的函数表达式是
!!!!!

$

""$

当
"#

!!!!!

时!二次函数
#

#"

"

!""$)

取最小值
!!!!!

$

湖
南
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三(解答题'第
"&

%

".

题每小题
-%

分#第
"/

%

")

题每小题
-/

分#共
/%

分(

"#$

某景区商店销售一种纪念品!每件的进货价为
.%

元
$

经市场调研!当该纪念品每件的
销售价为

/%

元时!每天可销售
"%%

件'当每件的销售价每增加
-

元!每天的销售量将
减少

-%

件
$

"

-

#当每件的销售价为
/"

元时!该纪念品每天的销售量为
!!!!!

件'

"

"

#当每件的销售价
"

为多少元时!销售该纪念品每天获得的利润
#

最大* 并求出最
大利润

$

"$$

已知抛物线
#

#!

-

"

"

"

$%"$&

经过点"

-

!

%

#!

%

!

" #

&

"

$

"

-

#求该抛物线的函数表达式'

"

"

#将抛物线
#

#!

-

"

"

"

$%"$&

平移!使其顶点恰好落在原点!请写出一种平移的方
法及平移后的函数表达式

$
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"%$

如图!抛物线
#-

#!"

"

$"!"$-

与
"

轴有且仅有一个公共点
0

!经过点
0

的直线
#"

#

'"$%

交该抛物线于点
1

!交
#

轴于点
2

!且点
2

是线段
01

的中点
$

"

-

#求
!

的值'

"

"

#求直线
01

对应的函数表达式'

"

&

#直接写出
#-

,

#"

时
"

的取值范围
$

"&$

如图!已知抛物线
#

#!"

"

$

&

"

"$.

的对称轴是直线
"#&

!且与
"

轴相交于
0

!

1

两点
"

1

点在
0

点右侧#!与
#

轴交于
2

点
$

"

-

#求抛物线的表达式和
0

!

1

两点的坐标
$

"

"

#若点
.

是抛物线上
1

!

2

两点之间的一个动点"不与
1

!

2

重合#!则是否存在一点
.

!使
-

.12

的面积最大* 若存在!请求出
-

.12

的最大面积'若不存在!试说明
理由

$
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圆是我们生活中最常见的几何形状
$

太阳$圆月$车轮$摩天轮$下水道井盖无不给我
们以圆的形象

$

翻开人类的历史!几乎所有的古老文明都留下了众多对圆的认识的记录
$

大约在
)%%%

年前!美索不达米亚人做出了世界上第一个轮子%%%圆形木盘!在
.%%%

多
年前!人们将圆形的木盘固定在木架上!这就成了最初的车子

$

几何中的圆是人们从现实生活中抽象出来的图形!它是最常见也是最重要的几何图
形

$"%%%

多年前!我国的墨子在/墨经0中就给圆下了一个定义&(圆!一中同长也
$

)意思是
说&圆有一个圆心!圆心到圆周的长都相等

$

公元前
&%%

年!古希腊数学家欧几里得集前
人思想和个人的创造完成了一部几何学的传世之作/几何原本0

$

在这本书里!欧几里得
将人们公认的一些事实列成定义和公理!用这些定义和公理来研究各种几何图形的性
质!建立了一套从定义$公理出发!论证命题得到定理的几何学论证方法!形成了一个严
密的逻辑体系%%%几何学

$

圆作为一种特殊的几何图形!自然也成了几何学不可或缺的
研究对象

$

与三角形$四边形等其他几何图形的学习一样!圆的学习对于培养思维能力和理性
精神有着非常重要的作用

$

几何是研究图形的形状$大小和位置关系的一门学科
$

小学阶段!我们从现实世界中
的实物抽象出了(圆)这一几何图形!借助实物初步认识了圆!学习了测量圆大小的周长
和面积

$

本章我们将用几何论证的方式进一步认识圆!以及直线与圆的位置关系
$

与学习三角形$四边形等几何图形一样!要研究圆的定义$性质和判定!如&什么样的
几何图形是圆* 圆有哪些性质* 怎样判定一个几何图形是不是圆* 而研究几何图形的

湖
南
教
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定义$性质和判定!我们通常又以构成该图形的基本元素和特殊的线$角作为研究对象!

对圆的研究也类似
$

本章的学习内容如下&

!$

回顾已学过的几何知识(方法和经验
平移$轴对称$旋转$全等$相似等知识都是研究几何图形的基础和工具

$

从定义$公
理出发!通过推理的方式得到定理!是构成几何知识体系的基本方式

$

直观感知$操作确
定$推理论证是我们认识几何对象!获得几何结论必须经历的过程

$

学习过程中要注意借
助已有的几何基础知识$方法和经验研究圆的相关知识

$

"$

结合图形理解几何概念
概念是思维的起点!是认识几何对象的基础

$

本章涉及的概念较多!如弦$弧$圆心
角$圆周角$切线$内切圆$外接圆等等!很多概念都有其丰富的内涵

$

以圆的切线为例
$

首
先!它是描述一条直线与圆的位置关系的概念

$

其次!可以从三个角度理解它的内涵&一
是直线与圆的公共点的个数!二是圆心到直线的距离!三是直线过半径的外端点且垂直
于半径

$

在学习过程中!要结合具体的图形深刻理解这些概念
$

#$

用好画图工具
学习几何离不开画图工具!圆规$三角尺$直尺$量角器等是学习必备的工具

$

如果你
学有余力!不妨可以学习一下几何画板软件!在计算机上借助这一软件研究圆的相关
性质

$

湖
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"$!

!

圆的对称性

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

如图
"$- - -

!下列线段中是圆
7

的半径的是 "

!!

#

'(70 *(71 +(72 ,(01

图
"$- - -

图
"$- - "

"$

如图
"$- - "

!下列线段中是圆
7

的直径的是 "

!!

#

'(01 *(02 +(75 ,(15

#$

下列说法不正确的是"

!!

#

'$

半径相等的两个圆大小也相等
*(

在同一个圆内!直径是半径的
"

倍
+$

在一个圆中有一个圆心!无数条半径
,$

直径是
/:6

的圆比半径是
&:6

的圆要大
$$

下列四个图形中!既是轴对称图形!又是中心对称图形的是 "

!!

#

' * + ,

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

在圆中!圆心到圆上任意一点的长度都是相等的!这个长度也叫做半径!一个圆有
无数条半径'圆的位置由圆心决定!圆的大小由半径决定

$

"$

我们将圆形纸片先对折!再展开!再对折!再展开!这两条折痕的交点就是圆心!每
条折痕就是圆的直径

$

由此可以得到&圆是轴对称图形!它有无数条对称轴!直径是通过
圆心并且两端都在圆上的线段

$

&$

在同一个圆中!直径是半径的
"

倍
$

.$

判断轴对称图形的关键是寻找对称轴!看图形折叠后两部分是否重合'判断中心
对称图形的关键是寻找对称中心!看旋转

-1%;

后图形是否与原图形重合
$
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!!

在小学我们已认识了圆%圆心%半径%直径#并会利用圆规画圆#本节课我们将进一步
理解圆的定义#学习圆的有关概念#并理解圆的对称性

$

!$

圆的定义

图
"$- - &

定义
-

&如图
"$- - &

!在一个平面内!线段
70

绕它固定的一个端
点

7

旋转一周!另一个端点
0

所形成的图形叫做圆
$

记作
/

7

!读作圆
7$

固定的端点
7

叫做圆心!线段
70

叫作半径
$

由圆的定义我们可以知
道!圆心确定圆的位置!半径确定圆的大小

$

定义
"

&圆是平面内到一定点的距离等于定长的所有点组成的
图形

$

这里所说的定点是圆心!定长是半径
$

圆指的是(圆周)而不是(圆平面)

$

"$

点与圆的位置关系

图
"$- - .

点和圆的位置关系有三种&点在圆内$点在圆上$点在圆外
$

如
图

"$- - .

!设
/

7

的半径为
+

!点
0

在圆内!则
70

%

+

'点
1

在圆
上!则

71#+

'点
2

在圆外!则
72

$

+$

反之也成立
$

设
/

7

的半径为
+

!点
.

到圆心的距离
7.#(

!则有&

"

-

#点
.

在圆内
0

(

%

+

'

"

"

#点
.

在圆上
0

(#+

'

"

&

#点
.

在圆外
0

(

$

+$

判断点与圆的位置关系!可以根据圆的半径和点到圆心距离的大小关系来确定!点
与圆的位置关系!与点到圆心的距离

(

及圆的半径
+

之间存在着密切的联系
$

点和圆的
位置关系不仅可以用图形表示!还可以用数量关系表示

$

#$

与圆有关的概念
"

-

#弦是指连接圆上任意两点的线段!如图
"$- - /

中的线段
01

!

25$

经过圆心的
弦叫做直径!如图中的线段

01$

由此我们知道!圆中有无数条弦!其中最长的弦是直径'

直径是弦!但弦不一定是直径
$

"

"

#弧是指圆上任意两点间的部分!简称弧
$

如图
"$- - )

!以
0

!

2

为端点的弧记作
1

02

!读作圆弧
02

或弧
02$

圆的任意一条直径的两个端点把圆分成两条弧!每条弧都叫做半圆!大于半圆的弧
叫做优弧"通常用三个字母表示#!小于半圆的弧叫做劣弧"通常用两个字母表示#

$

无特
殊说明时!弧指的是劣弧

$

湖
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图
"$- - /

图
"$- - )

$$

圆的对称性
圆既是中心对称图形!又是轴对称图形

$

在
/

7

中!圆周绕圆心
7

旋转
-1%;

!能与自身重合!因此它是中心对称图形!对称中
心是圆心

7$

圆周绕圆心
7

旋转任意一个角度!都能与自身重合
$

经过圆心
7

画任意一条直线!并沿此直线将
/

7

对折!直线两旁的部分能够完全重
合!所以圆是轴对称图形

$

每一条直径所在的直线都是它的对称轴!因为圆有无数条直
径!所以圆有无数条对称轴

$

!$

如图
"$- - 5

!一枚半径为
+

的硬币沿着直线滚动一圈!圆心经过的距离是"

!!

#

图
"$- - 5

'(.

%

+ *("

%

+ +(

%

+ ,("+

"$

设
01#.:6

!作出满足下列要求的图形
$

"

-

#到点
0

的距离等于
&:6

!且到点
1

的距离等于
":6

的所有点组成的图形'

"

"

#到点
0

的距离小于
&:6

!且到点
1

的距离小于
":6

的所有点组成的图形'

"

&

#到点
0

的距离大于
&:6

!且到点
1

的距离小于
":6

的所有点组成的图形
$

湖
南
教
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-$

本节课我们在小学对圆有了初步认识的基础上!进一步理解了圆的两种定义!静态
定义%%%圆是平面内到一定点的距离等于定长的所有点组成的图形'动态定义%%%在一个
平面内!线段

70

绕它固定的一个端点
7

旋转一周!另一个端点
0

所形成的图形叫做圆
$

"$

根据圆的半径
+

和点到圆心距离
(

的大小关系可以判断点与圆的位置关系&点
.

在圆内
0

(

%

+

'点
.

在圆上
0

(#+

'点
.

在圆外
0

(

$

+$

&$

与圆有关的两个重要的概念&弦%%%连接圆上任意两点的线段叫做弦'弧%%%圆
上任意两点间的部分叫做圆弧!简称弧

$

.$

圆既是中心对称图形!又是轴对称图形
$

!$

生活中处处有数学!下列原理运用错误的是 "

!!

#

'(

建筑工人砌墙时拉的参照线运用了(两点之间线段最短)的原理
*(

修理损坏的椅子腿时斜钉的木条运用了(三角形稳定性)的原理
+(

测量跳远的成绩运用了(垂线段最短)的原理
,(

将车轮设计为圆形是运用了(圆的旋转对称性)原理

图
"$- - 1

"$

如图
"$- - 1

!点
0

是圆规脚尖的端点!点
1

是铅笔芯尖的端点!已知点
0

与点
1

的距离是
":6

!若脚尖的端点
0

固定!铅笔芯尖的端点
1

绕点
0

旋转一周!则作出的圆的直径是 "

!!

#

'(-:6 *(":6

+(.:6 ,(

%

:6

湖
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#$

如图
"$- - 0

!四边形
.071

是扇形
7-=

的内接矩形!顶点
.

在1
-=

上!且不与
-

!

=

重合!当点
.

在1
-=

上移动时!矩形
.071

的形状$大小随之变化!则
01

的长度
!!!!!

"填(变大)(变小)或(不变)#

$

图
"$- - 0

!!!!!!!!!! 图
"$- - -%

$$

如图
"$- - -%

!

70

!

71

是
/

7

的半径!

2

是
/

7

上一点!

1

071#.%;

!

1

712#/%;

!

则
1

702# $

%$

如图
"$- - --

!

01

是圆
7

的直径!

5

是圆上的一点!

1

571#5/;

!

52

交
10

的延
长线于

8

!交圆于
2

!且
28#07

!求
1

8

的度数
$

图
"$- - --

湖
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"$"

!

圆心角#圆周角!

!

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

如图
"$" - -

!点
0

!

1

把
/

7

分成
"<5

两条弧!则
1

071

的度数为 "

!!

#

'(.%; *()%; +(1%; ,(-%%;

图
"$" - -

图
"$" - "

图
"$" - &

"$

如图
"$" - "

!

-

012

中!

1

021#0%;

!以
02

为半径的
/

2

与
01

相交于点
5

!连接
25

!若
1

1#.%;

!则
1

025

的度数为 "

!!

#

'()%; *(1%; +(0%; ,(-%%;

#$

如图
"$" - &

!

2

!

5

为半圆上的三等分点!则下列说法正确的有 "

!!

#

!

1

05#

1

52#

1

12

'

!"1

075#

1

572#

1

172

'

#

05#25#72

'

!$-

075

沿
75

翻折与
-

275

重合
$

'(.

个
*(&

个
+("

个
,(-

个
!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习

$

-$

一个周角是
&)%;

!一段弧占整个圆周的几分之几!那么这段弧所对应的角就占
&)%;

的几分之几'半圆所对的角是平角为!

-1%;$

"$

同一个圆中的半径都相等!所以圆心和圆上两点所构成的三角形是等腰三角形
$

&$

圆是轴对称图形
$

!!

上节课我们认识了圆%圆中的弦和弧#理解了圆的对称性#本节课开始我们将圆与其
他几何图形联系起来#首先探究圆中的角及其性质

$

湖
南
教
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!$

圆心角的概念

图
"$" - .

顶点在圆心的角叫做圆心角!如图
"$" - .

!

1

071

是
/

7

的圆心
角

$

圆心角是和圆有关的角中的一种!它的特征是顶点在圆心
$

通常情况下!圆心角是指小于
-1%

度的角
$

"$

弧(弦(圆心角之间的关系
"

-

#由圆的旋转不变性!我们可以知道在同圆或等圆中!相等的圆心角所对的弧相
等!所对的弦也相等

$

这个定理的题设是(在同圆或等圆中!圆心角相等)!结论是(所对的
弧相等!所对的弦相等)

$

"

"

#推论&在同圆或等圆中!如果两个圆心角$两条弧或两条弦中有一组量相等!那么
它们所对应的其余各组量都分别相等

$

特别注意&同一条弦对应两条弧!其中一条是优
弧!一条是劣弧!而在本定理和推论中的(弧)是指同为优弧或劣弧

$

"

&

#正确理解和运用圆心角$弧$弦三者的关系
三者的关系可理解为&在同圆或等圆中!

!

圆心角相等!

"

所对的弧相等!

#

所对的
弦相等!若一组量相等!其余两组量都相等

$

这源于圆的旋转不变性!即圆绕其圆心旋转
任意角度!所得图形与原图形完全重合

$

其推理格式如下&如图
"$" - /

!在
/

7

中!

7-

2

01

!

7->

2

0>1>

!则&

图
"$" - /

1

071#

1

0>71>

3

1

01#

1

0>1>

!

01#0>1>

!

7-#7->

'

(

)

!

01#0>1>

3

1

071#

1

0>71>

!

1

01#

1

0>1>

!

7-#7->

'

(

)

!

1

01#

1

0>1>

3

1

071#

1

0>71>

!

01#0>1>

!

7-#7->

'

(

)

$

注意"

!

要结合图形深刻体会圆心角$弧$弦这三个概念和(所对)一词的含义!否则
易错用此关系'

"

在具体应用上述定理解决问题时!可根据需要择其有关部分!如(在同
圆中!等弧所对的圆心角相等)(在等圆中!弧相等得弦相等)等等

$

!$

若圆的一条弦把圆分成
.</

的两条弧!则弦所对的圆心角等于 "

!!

#

'(1%; *(-%%; +(-)%; ,("%%;

湖
南
教
育
出
版
社



!&&

!!!

"$

在半径为
&:6

的
/

7

中!弦
01 槡#& ":6

!则弦
01

所对的圆心角
1

071

的度数为
!!!!

$

#$

如图
"$" - )

!已知
01

是
/

7

的直径!点
2

!

5

在
/

7

上!

28

2

01

于
8

!

59

2

01

于
9

!且
08#19

!

02

与
15

相等吗* 为什么*

图
"$" - )

-$

本节课我们学习了几个重要的知识&

"

-

#圆心角的定义&顶点在圆心的角叫做圆心角
$

"

"

#弧$弦$圆心角之间的关系
$

在同圆或等圆中&

!

圆心角相等!

"

所对的弧相等!

#

所对的弦相等!如果其中一个成立!那么另外两个结论也成立
$

在利用这个关系时!应
特别注意&同一条弦对应两条弧!其中一条是优弧!一条是劣弧!而在本定理和推论中的
(弧)是指同为优弧或劣弧

$

"$

本节课我们还将有关圆心角的内容与以前学的几何知识结合起来解决相关的问
题

$

后面我们将继续探究圆中的其他角具有的性质!以及与圆心角的关系
$

!$

在
/

7

中!弦
01

的长恰好等于半径!弦
01

所对的圆心角为
!!!!!

$

"$

如图
"$" - 5

!在
/

7

中!已知1
01#

1

25

!则
02

与
15

的大小关系是
!!!!!

$

图
"$" - 5

湖
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#$

如图
"$" - 1

!

01

是圆
7

的直径!

1

12#

1

25#

1

58

!

1

275#&/;

!则
1

078

的度数是
"

!!

#

'()/; *(5%; +(5/; ,(1/;

$$

如图
"$" - 0

!半径为
/

的
/

0

中!弦
12

!

85

所对的圆心角分别是
1

102

!

1

805

!

若
58#)

!

1

102$

1

805#-1%;

!则弦
12

的长等于 "

!!

#

'(1 *(-% +(-- ,(-"

图
"$" - 1

图
"$" - 0

图
"$" - -%

%$

如图
"$" - -%

!扇形
701

的圆心角为
0%;

!点
2

!

5

是弧
01

的三等分点!半径
72

!

75

分别与弦
01

交于点
8

!

9

!下列说法错误的是 "

!!

#

'(08#89#91 *(02#25#51

+(82#95 ,(

1

591#5/;

&$

如图
"$" - --

!在
/

7

中!

1

02#

1

21

!

25

2

70

于
5

!

28

2

71

于
8

!求证&

05#18$

图
"$" - --
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"$"

!

圆心角#圆周角!

"

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

如图
"$" " -

!

0

!

1

!

2

是
/

7

上的点!其中是
/

7

的圆心角的是 "

!!

#

'(

1

701 *(

1

712 +(

1

172 ,(

1

710

图
"$" " -

图
"$" " "

图
"$" " &

"$

如图
"$" " "

!

01

是
/

7

的直径!

2

!

5

是
/

7

上的点!

1

02#

1

15

!有如下几个结论&

!

02#15

'

"1

072#

1

175

'

#

1

02#

1

25

'

$

05#1+$

其中正确的结论是"

!!

#

'(

!"#

*(

"$

+(

!"

,(

!"$

#$

如图
"$" " &

!在
/

7

中!

01

是直径!

1

078#)%;

!点
2

!

5

是1

18

的三等分点!则
1

278

的度数为 "

!!

#

'(.%; *()%; +(1%; ,(-"%;

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

图
"$" " .

-$

如图
"$" " .

!

1

071

的顶点在圆心!角的两边与圆相交!像这样
的角叫做圆心角

$

1

01

叫做圆心角
1

071

所对的弧!弦
01

叫做圆心角
1

071

所对的弦
$

"$

在同圆或等圆中!如果圆心角相等!那么它们所对的弧相等!所对的
弦也相等

$

更一般地!在同圆或等圆中!如果两个圆心角!两条弧和两条弦
中有一组量相等!那么它们所对应的其余各组量都分别相等

$

!!

前面我们已学过了圆心角及其性质#那么是不是应该有一个圆周角呢& 如果有圆周
角#那么圆周角有哪些性质呢& 通过本节课的学习#我们将解决这些问题

$

湖
南
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!$

圆周角的概念
类比前面所学的圆心角的定义!我们可以得到圆周角的概念&顶点在圆上!角的两边

与圆相交!这样的角叫做圆周角
$

如图
"$" " /

!

1

0

是
/

7

的一个圆周角!弦
12

叫做
圆周角

1

0

所对的弦!

1

12

叫做圆周角
1

0

所对的弧
$

图
"$" " /

"$

圆周角定理的发现
我们已经知道!在同圆或等圆中!同弧或等弧所对的圆心角相等

$

那么!在同一个圆
中!同弧所对的几个圆周角的大小有什么关系呢*

通过画图!借助量角器或电脑软件几何画板的度量!我们可以发现&同弧所对的圆周
角相等

$

但是!借助度量得出的结论未必可靠!要得到几何结论必须经过证明
$

#$

圆周角定理的证明
"

-

#我们现在遇到了一个新的问题%%%(求证&同弧所对的圆周角相等)

$

我们能否将
这个新问题转化为我们已经解决了的问题呢*

为此!我们可以先探究&同弧所对的圆周角和圆心角之间的大小有怎样的关系
$

如图
"$" " )

!圆周角
1

0

或
1

5

与圆心角
1

172

有何大小关系*

图
"$" " )

图
"$" " 5

"

"

#为了探究(同弧所对的圆周角和圆心角之间的大小关系)!我们可先探究一种特
殊的情形!即

01

是
/

7

的直径时!

1

0

与
1

172

的大小关系!如图
"$" " 5$

207#27

!

3

1

0#

1

2$

又
2

1

172#

1

0$

1

2

!

3

1

172#"

1

0

!即
1

0#

-

"

1

172$

"

&

#是不是根据图
"$" " 5

这一特殊情形得出的结论就能肯定地得出一般性的结
论了呢* 为了使结论更可靠!还要考虑哪些情形呢* 对于图

"$" " 1

和图
"$" " 0

!

湖
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"

"

#中的结论还成立吗*

图
"$" " 1

图
"$" " 0

如图
"$" " 1

!过点
0

作
/

7

的直径
05

!将问题转化为图
"$" " 5

的情形!可以
证明

1

102#

-

"

1

172$

如图
"$" " 0

!同样地!过点
0

作
/

7

的直径
05

!将问题转化为图
"$" " 5

的情
形!也可以证明

1

102#

-

"

1

172$

由此!我们便可以得出圆周角定理&圆周角的度数等于它所对弧上的圆心角度数的一半
$

在此基础上!就不难得出&在同圆或等圆中!同弧或等弧所对的圆周角相等'相等的
圆周角所对的弧也相等

$

!$

如图
"$" " -%

!

25

是
/

7

的直径!

0

!

1

是
/

7

上的点!若
1

015#)/;

!则
1

012

的度数为
!!!!!

$

图
"$" " -%

"$

如图
"$" " --

!

0

!

1

!

2

是
/

7

上的点!

1

012

的平分线交
/

7

于点
5

!若
1

012#

-"%;

!求证&

-

025

是等边三角形
$

图
"$" " --

湖
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-$

本节课我们学习了几个重要的知识&

"

-

#顶点在圆上!两边与圆相交的角叫圆周角'

"

"

#圆周角的度数等于它所对弧上的圆心角度数的一半'在同圆或等圆中!同弧或等
弧所对的圆周角相等!相等的圆周角所对的弧也相等

$

"$

本节课的学习中我们用到了两个重要的方法&

"

-

#我们通过类比圆心角的定义得出了什么是圆周角!通过类比(等弧所对的圆心角
相等)提出了猜想(同弧或等弧所对的圆周角相等)

$

"

"

#为了证明(同弧所对的圆周角相等)!我们将问题转化为探究(同弧所对的圆周角与
圆心角的关系)'随后!我们通过如图

"$" " 5

所示的特殊情形证明了(同弧所对的圆周角
的度数等于圆心角度数的一半)!然后我们再次用到了转化&将图

"$" " 1

$图
"$" " 0

两种更一般的情形转化为图
"$" " 5

的特殊情形!进而得出了(同弧所对的圆周角等于
圆心角的一半)的结论

$

将遇到的新问题转化为已经解决的问题!是数学学习中非常重要
的方法

$

&$

通过(圆周角)和(圆心角)的学习!我们建立了同圆或等圆中的弦$弧$圆心角$圆
周角之间的联系!如下图所示

$

.$

弧与它所对的圆周角$圆心角的关系!为今后引入角的大小用弧度制表示提供了
可能

$

!$

如图
"$" " -"

!

02

是
/

7

的直径!

1

是
/

7

上的点!

5

是
/

7

外的点!

02

与
15

相
交于点

8$

下列结论正确的是 "

!!

#

图
"$" " -"

'(

1

015

!

1

501

!

1

012

!

1

082

是圆周角
*$

圆周角
1

201

所对的弦是
18

+$

圆周角
1

051

所对的弧是1
01

,$

圆周角
1

012

所对的弦是
02

湖
南
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!!!

"$

如图
"$" " -&

!

0

!

1

!

2

!

5

是
/

7

上的四个点!下列说法错误的是 "

!!

#

'(

1

502#

1

512 *(

1

015#

1

025

+$

-

085

4-

182 ,(

-

025

4-

125

图
"$" " -&

图
"$" " -.

图
"$" " -/

#$

如图
"$" " -.

!

0

!

2

!

1

是
/

7

上三点!

07

5

12

!

1

072#.%;

!则
1

701

的度数
为

$

$$

如图
"$" " -/

!

70

是
/

7

的半径!

1

是
/

7

外一点!

07

2

17

!

01

!

71

分别交
/

7

于
点

2

!

5$

若
1

017#"1;

!则
1

052

的度数为
!!!!!

$

%$

如图
"$" " -)

!

-

012

的三个顶点在
/

7

上!

01#02

!过点
0

的弦
08

交
12

于点
5$

求证&

-

015

4-

081$

图
"$" " -)

&$

如图
"$" " -5

!

01

是
/

7

的直径!

25

是弦!

01

2

25$

"

-

#

.

是优弧1
205

上一点"不与
2

!

5

重合#!求证&

1

2.5#

1

271$

"

"

#点
.>

在劣弧1
25

上"不与
2

!

5

重合#时!

1

2.>5

与
1

271

有什么数量关系* 请证
明你的结论

$

图
"$" " -5
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!!!

"$"

!

圆心角#圆周角!

#

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

如图
"$" & -

!已知
01

是
/

7

的直径!

2

是
/

7

上一点!若
1

072#./;

!则
1

172

的
度数为 "

!!

#

'(./; *(0%; +(-%%; ,(-&/;

图
"$" & -

图
"$" & "

图
"$" & &

"$

如图
"$& & "

!已知圆心角
1

172#51;

!则圆周角
1

102

的度数是 "

!!

#

'(-/); *(51; +(&0; ,(-";

#$

如图
"$& & &

!

0

!

1

!

2

!

5

是圆上的点!

1

-#)1;

!

1

0#.%;

!则
1

5

的度数是"

!!

#

'()1; *("1; +(.%; ,(&1;

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

圆周角定理&圆周角的度数等于它所对弧上的圆心角度数的一半'在同圆或等圆中!

同弧或等弧所对的圆周角相等
$

!!

前面我们已学习了圆心角%圆周角及其性质#那么圆中有哪些特殊的圆心角和圆周
角呢& 不同的圆心角或圆周角之间又有哪些特殊的关系呢&

!$

圆周角定理的推论
我们已经知道&在圆中!直径是一条特殊的弦!半圆是一条特殊的弧

$

直径所对的弧

湖
南
教
育
出
版
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!!!

图
"$& & .

是半圆!半圆所对的弦是直径
$

那么它们所对的圆心角和圆周角又有哪
些特殊性呢*

如图
"$" & .

!

01

是
/

7

的直径!

1

2

!

1

5

!

1

8

都是1
01

所对的
圆周角!

1

01

所对的圆心角是
1

071

!因为
0

!

7

!

1

三点在一条直线上!

所以圆心角
1

071

是一个平角!即
1

071#-1%;$

根据圆周角定理!圆
周角的度数等于它所对弧上的圆心角度数的一半!所以

1

2#

1

5#

1

8#

-

"

8-1%;#

0%;$

由此可以得到!直径"或半圆#所对的圆周角是直角
$

反之!如果一条弧所对的圆周角是
0%;

!这条弧所对的圆心角为
-1%;

!那么所对的弦
就是直径!所对的弧就是半圆

$

这一推论是圆的一个重要的性质!为在圆中确定直角和垂
直关系创造了条件

$

"$

圆内接四边形

图
"$" & /

如图
"$" & /

!

0

!

1

!

2

!

5

是
/

7

上的四点!顺次连接
0

!

1

!

2

!

5

四
点!得到四边形

0125

!我们把四边形
0125

称为圆内接四边形!

/

7

叫
作四边形

0125

的外接圆
$

那么!圆内接四边形的四个内角之间有什么
特殊的关系呢*

如图
"$" & /

!连接
71

!

75

!因为
1

0

所对的弧是1
125

!

1

2

所对

的弧是1
105

!且这两段弧所对的圆心角之和为
&)%;

!所以
1

0$

1

2#

-

"

8&)%;#-1%;$

再由四边形的内角和为
&)%;

可知!

1

012$

1

052#-1%;$

由此我们可以得到圆内接四边形的性质&圆内接四边形的对角互补
$

!$

如图
"$" & )

!

01

是圆
7

的直径!四边形
0125

内接于圆
7

!

05

!

12

的延长线交于
点

8

!且
05#52

!

1

8#/%;

!则
1

0

的度数为 "

!!

#

'(.%; *(/%;

+()%; ,(5%;

图
"$" & )

图
"$" & 5

"$

如图
"$" & 5

!在半径为
/

的
/

7

中!弦
01#)

!点
2

是优弧1
01

上一点"不与
0

!

1

重
合#!则

:=72

的值为
!!!!!

$

湖
南
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!!!

图
"$" & 1

#$

如图
"$" & 1

!四边形
0125

内接于
/

7

!

1

508

是四边形
0125

的一个外角!且
05

平分
1

208$

求证&

51#52$

-$

本节课我们学习了两个重要的知识&

"

-

#直径"或半圆#所对的圆周角是直角!

0%;

的圆周角所对的弦是直径'

"

"

#圆内接四边形的对角互补
$

"$

本节课的学习中用到转化的方法!为了得到圆内接四边形对角的关系!我们将问
题转化为探究(这两个对角所对弧上的圆心角的关系)'再利用(同弧所对的圆周角等于
圆心角的一半)!进而得出了(圆内接四边形的对角互补)的结论

$

&$

圆周角定理的这一条推论是在圆中利用直径找直角!或由直角得到直径的重要方
法'圆内接四边形的性质是证明与圆有关的两角相等或互补关系的重要依据

$

!$

平行四边形的四个顶点在同一圆上!则该平行四边形一定是 "

!!

#

'(

正方形
*(

菱形
+(

矩形
,(

等腰梯形
"$

如图
"$" & 0

!

01

是
/

7

的直径!

12

是
/

7

的弦
$

若
1

712#)%;

!则
1

102

的度数
是 "

!!

#

'(5/; *()%; +(./; ,(&%;

图
"$" & 0

图
"$" & -%

图
"$" & --

#$

如图
"$" & -%

!四边形
0125

为
/

7

的内接四边形!

1

125#-"%;

!则
1

175

的度
数为

!!!!!

$

$$

如图
"$" & --

!

01

是
/

7

的直径!

1

105#5%;

!则
1

025

的度数是
!!!!!

$

湖
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!!!

%$

如图
"$" & -"

!已知
0

!

1

!

2

!

5

是
/

7

上的四点!延长
52

!

01

相交于点
8

!若
12#

18$

求证&

-

058

是等腰三角形
$

图
"$" & -"

&$

已知
>?

-

012

的直角顶点
2

!另一顶点
0

及斜边
01

的中点
5

都在
/

7

上!

12

交
/

7

于点
8$

"

-

#如图
"$" & -&

"

@

#!若
02#28

!求
1

1

的度数'

"

"

#如图
"$" & -&

"

A

#!若
02#)

!

12#1

!求
/

7

的半径
$

"

@

# "

A

#

图
"$" & -&
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!!!

"$#

!

垂径定理

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

如图
"$& - -

!在
/

7

中!若点
2

是弧
01

的中点!

1

0#/%;

!则
1

172

等于"

!!

#

'(/%; *(./; +(.%; ,(&/;

图
"$& - -

图
"$& - "

图
"$& - &

"$

如图
"$& - "

!

0

!

1

!

2

!

5

均为
/

7

上的点!且
01#25

!则下列说法不正确的是
"

!!

#

'(

1

071#

1

275 *(

1

072#

1

175

+(

1

02#

1

15 ,$72#25

#$

如图
"$& - &

!在
-

012

中!

01#02

!

5

为
12

的中点!

02#-%

!

12#-)

!则
05

的
长度为 "

!!

#

'() *(1 +(-% ,(-)

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

等腰三角形的性质&等边对等角'等腰三角形底边上的高!底边上的中线和顶角的
平分线互相重合

$

"$

在同圆或等圆中!两个圆心角!两条弧!两条弦!其中有一组量相等!那么其余两组
量也相等

$

&$

在
>?

-

012

中!

1

2#0%;

!则
02

"

$12

"

#01

"

!已知直角三角形的任意两边!根
据勾股定理我们都可以求出第三边的长

$

!!

由前面的学习我们知道圆是轴对称图形#任意一条直径所在的直线都是它的对称
轴#将圆的轴对称性和圆中的弦%弧%圆心角%圆周角结合起来#又会有哪些新的结论呢&
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!!!

!$

垂径定理的发现
如图

"$& - .

!

01

是
/

7

的一条弦!作直径
25

!使
25

2

01

!垂足为
-$

根据圆的
轴对称性!你能找到图中有哪些等量关系*

我们沿着直径
25

对折!可以得到
0-#1-

!

1

02#

1

12

!

1

05#

1

15$

图
"$& - .

图
"$& - /

"$

垂径定理的证明
类比等腰三角形的轴对称性!我们不难证明这个结论&

如图
"$& - /

!连接
70

!

71

!则
70#71$

3

-

701

是等腰三角形
$

27-

2

01

!

30-#1-

!

1

07-#

1

17-$

3

1

075#

1

175

!

3

1

02#

1

12

!

1

05#

1

15$

由此我们可以得到垂径定理&垂直于弦的直径平分这条弦!并且平分弦所对的两条弧
$

#$

垂径定理的推论的探索
在垂径定理涉及的五个条件

!

25

是直径!

"

25

2

01

!

#

0-#1-

!

$

1

02#

1

12

!

&

1

05#

1

15

中!当我们将
!"

作为条件时!能证明
#$&

是正确的!即垂径定理
$

那能不能
交换条件和结论呢* 由圆的对称性可知!只要具备五个条件中的任何两个!那么其他三
个也成立

$

对于(平分弦"不是直径#的直径垂直于弦!并且平分弦所对的两条弧)这一结论!一
定要注意(弦不是直径)这一条件

$

因为圆的任意两条直径互相平分!但它们不一定是互
相垂直的

$

垂径定理及其推论揭示了垂直于弦的直径和这条弦及这条弦所对的弧之间的内在
关系!其本质是圆的轴对称性的具体化

$

垂径定理是证明线段相等$角相等$弧相等$垂直
关系以及进行圆的有关计算和作图的重要依据

$

例
!

如图
"$& - )

!你能找到1
01

所在圆的圆心吗*

图
"$& - )

图
"$& - 5

湖
南
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!!!

解"如图
"$& - 5

!作弦
01

!

02

及它们的垂直平分线
)

!

3

!交于点
7

!点
7

即为1
01

所
在圆的圆心!因为弦

01

和弦
02

的垂直平分线都经过圆心!那么两条垂直平分线的交点即
为圆心

$

!$

如图
"$& - 1

!

/

7

的弦
01#1

!

-

是
01

的中点!且
7-#&

!则
/

7

的直径等于
"

!!

#

'(1 *(" +(-% ,(/

图
"$& - 1

图
"$& - 0

"$

如图
"$& - 0

!将一把两边都带有刻度的直尺放在半圆形纸片上!使其一边经过圆心
7

!另一边所在直线与半圆相交于点
5

!

8

!量出半径
72#/:6

!弦
58#1:6

!则直尺
的宽度为

!!!!!

$

#$

如图
"$& - -%

!圆
7

的直径
25#):6

!

01

是圆
7

的弦!

01

2

25

!垂足为
-

!

7-<

75#&</

!求
01

的长
$

图
"$& - -%

-$

本节课我们利用圆的轴对称性得到了垂径定理及其推论!可以综合叙述为!对于
一个圆和一条直线来说!如果具备下列五个条件中的任何两个!那么其他三个也成立&

!

垂直于弦'

"

过圆心'

#

平分弦"不是直径#'

$

平分弦所对的优弧'

&

平分弦所对的劣
弧

$

也可以理解为
!"#$&

(知二推三)

$

"$

本节课用到了类比的学习方法!类比等腰三角形的轴对称性!由圆的轴对称性得
到了垂径定理!并将垂径定理推广到了更一般的结论!即五个条件知二推三

$

&$

垂径定理为我们证明线段相等$角相等$弧相等$垂直关系以及进行圆的有关计算
和作图提供了重要依据!并且在计算中经常将垂径定理和勾股定理有机地结合在一起!

为后面学习计算扇形的弧长和面积奠定了基础
$

湖
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!!!

!$

下列说法正确的是 "

!!

#

'(

垂直于弦的直线必经过圆心
*(

平分弦的直径必平分弦所对的弧
+$

平分弦的直径垂直于弦
,(

弦的垂直平分线必经过圆心
"$

如图
"$& - --

!

01

是
/

7

的弦!

72

2

01

于点
5

!交
/

7

于点
2

!若
01#1

!

25#"

!

那么
/

7

的直径为 "

!!

#

'(/ *() +(1 ,(-%

图
"$& - --

图
"$& - -"

图
"$& - -&

#$

如图
"$& - -"

!

01

是
/

7

的直径!

1

102#&/;

!点
5

是弦
02

的中点!则
1

572

的
度数是

!!!!!

度
$

$$

如图
"$& - -&

!已知
01

是
/

7

的弦!半径
70#"%:6

!

1

071#-"%;

!则
-

071

的
面积为

!!!!!

:6

"

$

%$

一根横截面为圆形的下水管道的直径为
-6

!管内有少量的污水"如图
"$& - -.

#!此
时的水面宽

01

为
%$)6$

图
"$& - -.

"

-

#求此时的水深"即阴影部分的弓形高#'

"

"

#当水位上升到水面宽为
%$16

时!求水面上升的高度
$

&$

如图
"$& - -/

!

-

是1
01

的中点!过点
-

的弦
-=

交
01

于点
2

!设
/

7

的半径为
.:6

!

-= 槡#. &:6$

图
"$& - -/

"

-

#求圆心
7

到弦
-=

的距离'

"

"

#求
1

02-

的度数
$

湖
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!!!

"$$

!

过不共线三点作圆

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

如图
"$. - -

!在已知的
-

012

中!按以下步骤作图&

!

分别以
1

!

2

为圆心!以大于-

"

12

的长为半径作弧!两弧相交于两点
-

!

=

'

"

作直线
-=

交
01

于点
5

!交
12

于点
8

!连接
25$

下列结论中!错误的是 "

!!

#

'(51#52 *(18#28 +(18#15 ,(5-

平分
1

152

图
"$. - -

图
"$. - "

"$

如图
"$. - "

!已知
02#05

!

12#15

!则 "

!!

#

'(25

平分
1

021 *(25

垂直平分
01

+$01

垂直平分
25 ,(25

与
01

互相垂直平分
#$

到三角形三个顶点的距离相等的点是三角形"

!!

#的交点
$

'$

三条角平分线
*(

三边垂直平分线
+(

三条中线
,(

三条高
!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习

$

-$

熟悉线段垂直平分线的尺规作图!并掌握它的定义和性质!线段的垂直平分线是
指垂直并平分这条线段!到线段两个端点的距离相等的一条直线

$

"$

到线段两端距离相等的点在线段的垂直平分线上
$

&$

三角形三边垂直平分线的交点到三角形三个顶点的距离相等
$

!!

我们知道圆心和半径可以确定一个圆#平面内几个点可以确定一个圆呢& 确定圆的
这几个点要满足哪些条件呢&
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!!!

!$

确定圆的条件
"

-

#我们知道!经过一个点
0

作圆很容易!只要以不与点
0

重合的任意一点为圆心!

以该点与点
0

的距离为半径就可以作出如图
"$. - &

所示的圆!这样的圆有无数个
$

"

"

#如果要作经过两个点
0

!

1

的圆!那么就要以与点
0

!

1

距离相等的点为圆心!即
以线段

01

的垂直平分线上任意一点为圆心!以这点与点
0

"或点
1

#的距离为半径!就可
以作出如图

"$. - .

所示的圆!这样的圆也有无数个
$

"

&

#经过三点一定能画出一个圆吗* 过不在同一直线上的
0

!

1

!

2

三点作圆!就要以
到

0

!

1

!

2

三点距离相等的点为圆心!即线段
01

!

12

!

02

中任意两条线段的垂直平分线
的交点为圆心!以这一点到点

0

"或点
1

或点
2

#的距离为半径作圆!这样的圆只能作一
个!如图

"$. - /$

图
"$. - &

图
"$. - .

图
"$. - /

那么经过同一条直线
6

上的三点能作出一个圆吗*

图
"$. - )

如图
"$. - )

!假设过同一直线
6

上的三点
0

!

1

!

2

能作出
一个圆

$

设这个圆的圆心为
.

!则点
.

在线段
01

和线段
12

的垂直
平分线

6

-

!

6

"

上!即点
.

是
6

-

!

6

"

的交点!并且
6

-

2

6

!

6

"

2

6

!这与(过
一点有且只有一条直线与已知直线垂直)矛盾

$

所以!过同一直线上的三点不能作圆
$

因此!不在同一直线上的三点确定一个圆!(确定)一词理解为(有且只有)

$

"$

三角形的外接圆

图
"$. - 5

如图
"$. - 5

!经过三角形三个顶点可以且只能作一个圆!我
们把经过三角形三个顶点的圆叫作三角形的外接圆

$

三角形外接圆
的圆心叫作这个三角形的外心

$

这个三角形叫作这个圆的内接三角
形

$

三角形的外心就是三角形三条边的垂直平分线的交点!它到三
角形三个顶点的距离相等

$

"

-

#(接)是说明三角形的顶点在圆上!或者圆经过三角形的三个
顶点!(内接)与(外接)是根据三角形与圆的相对位置来确定的!如图
"$. - 5

!

-

012

为
/

7

的内接三角形!

/

7

为
-

012

的外接圆
$

"

"

#一个三角形有唯一的外接圆!但一个圆有无数个内接三角形
$

湖
南
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育
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!!!

"

&

#如图
"$. - 1

!锐角三角形的外心在三角形内!直角三角形的外心在斜边中点!

钝角三角形的外心在三角形外
$

图
"$. - 1

!$

下列命题中正确的有 "

!!

#

!

过两点可以作无数个圆'

"

经过三点一定可以作圆'

#

任意一个三角形都有一个外接圆!而且只有一个外接圆'

$

任意一个圆有且只有一个内接三角形
$

'$-

个
*("

个
+(&

个
,(.

个
"$

如图
"$. - 0

!将
-

012

放在由边长为
-

的小正方形组成的网格中!点
0

!

1

!

2

均落在格
点上!用一个圆面去覆盖

-

012

!能够完全覆盖这个三角形的最小圆面半径是
!!!!

$

图
"$. - 0

#$

如图
"$. - -%

!

15

!

28

是
-

012

的高!求证&

8

!

1

!

2

!

5

四点在同一个圆上
$

图
"$. - -%

-$

本节课我们探究了平面内几个点可以确定一个圆!利用圆上的点到圆心的距离相
等这一性质!通过作图我们得出&经过一个点的圆有无数个!平面内异于该点的任意点都
可以作为圆心'经过两点的圆也有无数个!圆心一定在连接两点的线段的垂直平分线上'

经过同一直线上三点的圆不存在!不在同一条直线上的三点确定一个圆
$

在此基础上!我
们得到&三角形的三个顶点可以确定一个圆!这个圆叫作三角形的外接圆

$

"$

(同一直线上的三点不能作圆)!这一命题直接证不好证!我们利用了反证法进行

湖
南
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说明
$

反证法证明的一般步骤是&"

-

#假设命题的结论不成立'"

"

#从假设出发!经过逻辑
推理!推出与定义$公理$定理或已知等相矛盾的结论'"

&

#由矛盾判定假设不正确!从而
得出原命题正确

$

对于有些说理证明题!若用直接证法有困难!可考虑用反证法
$

!$

有下列四边形&

!

平行四边形'

"

矩形'

#

菱形'

$

正方形
$

其中四个顶点一定能在同一
个圆上的有 "

!!

#

'(

!"#$

*(

"#$

+(

"$

,(

#$

"$

已知
-

012

的三边长分别为
)

!

1

!

-%

!此三角形外接圆的半径为 "

!!

#

'(-% *() +(. ,(/

#$

半径为
?

的圆内接正三角形的边长为
!!!!!

$

$$

如图
"$. - --

!直角坐标系中一条圆弧经过网格点
0

!

1

!

2

!其中点
1

的坐标为"

.

!

.

#!则该圆弧所在圆的圆心坐标为
!!!!

$

图
"$. - --

%$

如图
"$. - -"

!

05

为
-

012

外接圆的直径!

05

2

12

!垂足为点
9

!

1

012

的平分
线交

05

于点
8

!连接
15

!

25$

"

-

#求证&

15#25

'

"

"

#请判断
1

!

8

!

2

三点是否在以
5

为圆心!以
51

为半径的圆上!并说明理由
$

图
"$. - -"

&$

如图
"$. - -&

!有一个残缺的圆!已知弧上三点
0

!

1

!

2$

"

-

#画出该圆的圆心'

"

"

#若
-

012

是等腰三角形!底边
12#-):6

!腰
01#-%:6

!求该圆的半径
?$

图
"$. - -&
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"$%

!

直线与圆的位置关系!

!

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

已知
/

7

的半径为
/

!若
.7#.

!则点
.

与
/

7

的位置关系是 "

!!

#

'(

点
.

在
/

7

内
*(

点
.

在
/

7

上
+(

点
.

在
/

7

外
,(

无法判断
"$

如图
"$/ - -

!点
.

到直线
6

的距离是 "

!!

#

'(

线段
.0

的长度
*(

线段
.1

的长度
+(

线段
.2

的长度
,(

线段
.5

的长度

图
"$/ - -

图
"$/ - "

#$

如图
"$/ - "

!

12

2

02

!

12#1

!

02#)

!则点
2

到线段
01

的距离是 "

!!

#

'() *(1 +(-% ,(.$1

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

点与圆的位置关系&已知圆
7

的半径为
+

!点
.

到圆心
7

的距离是
(

!

!

当
(

%

+

时!

点
.

在
/

7

内!

"

当
(#+

时!点
.

在
/

7

上!

#

当
(

$

+

时!点
.

在
/

7

外
$

"$

点到直线的距离是指直线外一点到这条直线的垂线段的长度
$

图
"$/ - &

&$

如图
"$/ - &

!在
>?

-

012

中!直角顶点
2

到斜边
01

的距
离即为斜边

01

上的高
25

的长度!求直角三角形斜边上的高的方法
很多!其中面积法仍是较为常用的方法!即

*

-

012

#

-

"

01

+

25#

-

"

02

+

12$

!!

我们知道#点与圆有三种位置关系$点在圆内#点在圆上#点在圆外
$

这是由点到圆心
的距离与半径的大小比较来确定的

$

那么直线与圆又有哪些位置关系呢& 我们又有哪些
方法进行判断呢&

湖
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!$

直线与圆的位置关系
根据直线与圆的公共点的个数!将直线与圆的位置关系描述成三种情形&相交!相切!

相离
$

为了研究的方便!可以用圆心到直线的距离来定量地刻画直线与圆的位置关系
$

设圆心
7

到直线
6

的距离为
(

!

/

7

的半径为
+$

圆心
7

到直线
6

的距离
(

是指从圆
心向直线

6

所作的垂线段的长度
$

图
"$/ - .

图
"$/ - /

图
"$/ - )

相交&直线和圆有两个公共点!这时我们说这条直线和圆相交!这条直线叫作圆的割线!两
个公共点是直线与圆的交点

$

如图
"$/ - .

!直线
6

与
/

7

有两个公共点
0

!

1

!此时
(

%

+$

相切&直线和圆有一个公共点!这时我们说这条直线和圆相切!这条直线叫作圆的切
线!这个点叫做切点

$

如图
"$/ - /

!直线
6

与
/

7

有唯一的公共点
0

!此时
(#+$

相离&直线和圆没有公共点!这时我们说这条直线和圆相离!此时
(

$

+

!如图
"$/ - )$

由此我们可以得到&

(

%

+

0

直线
6

与
/

7

相交!

6

是
/

7

的割线'

(#+

0

直线
6

与
/

7

相切!

6

是
/

7

的切线'

(

$

+

0

直线
6

与
/

7

相离
$

"$

判定直线与圆的位置关系的两种方式
"

-

#通过直线与圆的公共点个数来判定'

"

"

#通过圆心到直线的距离与半径的大小关系来判定
$

方法
-

是直观的描述!方法
"

是定量地刻画!需通过计算$推理才能得出的结论!证
明时往往用方法

"$

例
!

在直角坐标系中!已知
0

"

!1

!

%

#!

1

"

%

!

)

#!点
-

在线段
01

上
$

"

-

#如图
"$/ - 5

!如果点
-

是线段
01

的中点!且
/

-

的半径为
.

!试判断直线
71

与
/

-

的位置关系!并说明理由'

"

"

#如图
"$/ - 1

!

/

-

与
"

轴$

#

轴都相切!切点分别是点
8

!

9

!试求点
-

的坐标
$

图
"$/ - 5

图
"$/ - 1
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!!!

解""

-

#直线
71

与
/

-

相切
$

理由&设线段
71

的中点为
5

!连接
-5

!如图
"$/ - 0

!

2

点
-

是线段
01

的中点!

3-5

5

07

!

-5#.

!即点
5

在
/

-

上
$

又
70

2

71

!

3-5

2

71$

又
2

点
5

在直线
71

上!!

3

直线
71

与
/

-

相切
$

图
"$/ - 0

图
"$/ - -%

"

"

#连接
-8

!

-9

!如图
"$/ - -%$

设直线
01

的解析式是
#

#'"$%

!

20

"

!1

!

%

#!

1

"

%

!

)

#!

3

%#!1'$%

!

)#%

.

$

解得'#

&

.

!

%#)

'

(

)

!

即直线
01

的函数关系式是
#

#

&

.

"$)$

2

/

-

与
"

轴$

#

轴都相切!

3

点
-

到
"

轴$

#

轴的距离都相等!即
-8#-9

!

于是设
-

"

!

!

!!

#"

!1

%

!

%

%

#

$

把
"#!

!

#

#!!

代入
#

#

&

.

"$)

!

得
!!#

&

.

!$)

!得
!#!

".

5

!

3

点
-

的坐标为
!

".

5

!

".

" #

5

$

!$

直线
6

上的一点到圆心的距离等于半径!则直线与圆的位置关系一定是 "

!!

#

'(

相离
*(

相切
+(

相交
,(

相切或相交
"$

如图
"$/ - --

!

-

012

中!

01#&

!

02#.

!

12#/

!

5

!

8

分别是
02

!

01

的中点!则
以

58

为直径的圆与
12

的位置关系是
!!!!!

$

图
"$/ - --

湖
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!!!

#$

如图
"$/ - -"

!在
>?

-

012

中!

1

2#0%;

!

02#-%

!

12#".

!

/

7

的半径为
)

!当圆
心

7

与
2

重合时!试判断
/

7

与
01

的位置关系
$

图
"$/ - -"

直线与圆的三种不同的位置关系!总结如下表&

直线与圆的位置关系 相交 相切 相离

图形

公共点个数
"

个
-

个 没有

公共点名称 交点 切点

直线名称 割线 切线

圆心到直线的距离
(

与半径
+

的关系
(

%

+ (#+ (

$

+

!!

在探究这三种位置关系前!我们先观察直线与圆位置关系的变化过程!再通过思考得
出(圆心到直线的距离

(

和半径
+

的数量关系)与(直线和圆的位置关系)的对应与等价!最
后!实现位置关系与数量关系的结合!这一过程体现了分类和数形结合的思想方法

$

湖
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!!!

!$

已知
/

7

的半径为
.:6

!如果圆心
7

到直线
6

的距离为
&$/:6

!那么直线
6

与
/

7

的
位置关系是 "

!!

#

'(

相交
*(

相切
+(

相离
,(

不确定
"$

在
>?

-

012

中!

1

2#0%;

!

02#/

!

12#-"

!

/

2

的半径为/1
-&

!则
/

2

与
01

的位置关
系是 "

!!

#

'(

相切
*(

相交
+(

相离
,(

无法确定
#$

已知圆的半径为
&:6

!一条直线上有一点到圆心的距离为
&:6

!则这条直线与圆的位
置关系为

!!!!!

$

$$

如图
"$/ - -&

!在矩形
0125

中!

01#.

!

05#&

!以
5

为圆心的圆!与线段
01

有公
共点!则圆的半径

+

的取值范围是
!!!!!

$

图
"$/ - -&

!!!!!! 图
"$/ - -.

%$

如图
"$/ - -.

!已知
/

7

与
12

相切!点
2

不是切点!

07

2

72

!

1

702#

1

017

!且
02#17

!判断直线
01

与
/

7

的位置关系!并说明理由
$

湖
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"$%

!

直线与圆的位置关系!

"

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

已知
/

7

的直径是
-%

!圆心
7

到直线
6

的距离是
/

!则直线
6

和
/

7

的位置关系是
"

!!

#

'(

相离
*(

相交
+(

相切
,(

外切
"$

设
/

7

的半径为
&

!点
7

到直线
6

的距离为
(

!若直线
6

与
/

7

只有一个公共点!则
(

应
满足的条件是 "

!!

#

'((#& *((

.

& +((

%

& ,((

$

&

#$

如图
"$/ " -

!在
-

012

中!

01#02

!点
5

为
12

的中点!则下列结论中错误的是
"

!!

#

图
"$/ " -

'(

1

105#

1

205

*(05

2

12

+$

1

1#

1

2

,(

1

102#

1

1

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

直线与圆的位置关系有三种!可以利用直线与圆的公共点的个数!或圆心到直线
的距离与圆的半径的大小关系来判定

$

当
(#+

时!直线与圆相切!直线与圆有一个公共
点'当

(

%

+

时!直线与圆相交!直线与圆有两个公共点'当
(

$

+

时!直线与圆相离!直线
与圆没有公共点

$

"$

等腰三角形的性质&等腰三角形的两底角相等!简称(等边对等角)'等腰三角形底
边上的高$中线及顶角平分线重合!简称(三线合一)

$

!!

上节课我们学习了直线和圆的三种位置关系#知道了可以从公共点的个数和圆心到
直线的距离与半径作比较两种方法进行判断#那判断直线和圆相切的方法是否仅此两种
呢& 本节课我们将继续探索切线的判定条件

$
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!$

切线的判定方法

图
"$/ " "

直线与圆的三种位置关系中!相切是最特殊的情形!数学中通常将
这种特殊情形作为研究对象

$

前面我们已经学习了判定直线
6

与
/

7

相
切的两种方式&直线

6

和
/

7

只有一个公共点'圆心
7

到直线
6

的距离
等于

/

7

的半径
$

除这两种方式之外!是否还有更便捷的判定方法呢*

如图
"$/ " "

!画
/

7

及半径
70

!作一条直线
6

过半径
70

的外
端点

0

!且垂直于
70

!此时圆心
7

到直线
6

的距离等于
/

7

的半径!

所以直线
6

与
/

7

相切
$

由此我们可以得到圆的切线的判定定理&经过半径的外端并且垂直于这条半径的直
线是圆的切线

$

利用这一判定定理!我们还能用三角尺过圆上一点画圆的切线
$

"$

切线的性质

图
"$/ " &

由切线的定义!我们已经知道切线具有以下两条性质&"

-

#切线
和圆只有一个公共点'"

"

#圆心到切线的距离等于半径
$

那圆的切线还有哪些性质呢* 如图
"$/ " &

!直线
25

是
/

7

的切线!切点为
0

!半径
70

与直线
25

是不是一定垂直呢*

我们知道圆是轴对称图形!此时直线
25

与
/

7

只有一个公共点
0

!我们将
/

7

沿着
01

所在直线对折时!直线
25

在
01

两边的部分
重合!因此

1

102#

1

105#0%;

!所以
70

2

25$

所以我们得到切线的第三条性质&圆的切线垂直于过切点的半径
$

由圆的轴对称性!我们也不难得出&经过圆心垂直于切线的直线必过切点'经过切点
垂直于切线的直线必过圆心

$

上述性质可归纳为&已知直线满足
!

过圆心!

"

过切点!

#

垂直于切线这三个条件中
的任意两个!便可得到第三个结论

$

例
!

如图
"$/ " .

!已知三角形
012

的边
01

是
/

7

的切线!切点为
1$02

经过
圆心

7

并与圆相交于点
5

!

2

!过
2

作直线
28

2

01

!交
01

的延长线于点
8$

"

-

#求证&

21

平分
1

028

'

"

"

#若
18#&

!

28#.

!求
/

7

的半径
$

图
"$/ " .

证明""

-

#如图
"$/ " .

!连接
71$

201

是
/

7

的切线!

371

2

01$

228

2

01

!

371

5

28

!

3

1

"#

1

&$

又
271#72

!

3

1

-#

1

&

!

3

1

-#

1

"

!即
21

平分
1

028$

"

"

#如图
"$/ " /

!连接
15$

228

2

01

!

3

1

8#0%;

!

312# 18

"

$28槡 "

# &

"

$.槡 "

#/

!

225

是
/

7

的直径!

3

1

512#0%;

!

3

1

512#

1

8$
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图
"$/ " /

又
1

-#

1

"

!

3

-

512

4-

182

!

3

25

12

#

12

28

!

312

"

#25

+

28

!

325#

/

"

.

#

"/

.

!

372#

-

"

25#

"/

1

!

即
/

7

的半径为"/
1

$

!$

如图
"$/ " )

!

01

是
/

7

的直径!下列条件中不能判定直线
0@

是
/

7

的切线的是
"

!!

#

'(01#.

!

0@#&

!

1@#/ *(

1

1#./;

!

01#0@

+$

1

1#//;

!

1

@02#//; ,(

1

0@2#

1

1

图
"$/ " )

图
"$/ " 5

"$

如图
"$/ " 5

!已知
.0

!

.1

是
/

7

的切线!

0

!

1

为切点!

02

是
/

7

的直径!

1

.#

.%;

!则
1

102

的大小是
!!!!!

$

#$

如图
"$/ " 1

!

01

是
/

7

的直径!点
5

在
01

的延长线上!点
2

在
/

7

上!

20#25

!

1

250#&%;$

图
"$/ " 1

"

-

#试判断直线
25

与
/

7

的位置关系!并说明理由'

"

"

#若
/

7

的半径为
.

!求点
0

到
25

所在直线的距离
$

圆的切线的判定定理和性质定理可以总结如下&

湖
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在利用圆的切线的判定和性质解决问题时!常见的辅助线有&

!

判定切线时(连圆心
和直线与圆的公共点)或(过圆心作这条直线的垂线)'

"

有切线时!常常(遇到切点连圆
心得半径)

$

圆的切线的判定和性质为圆的计算和证明提供了重要的依据!特别是出现了垂直关
系'同时本节课内容也为后面学习切线长定理和三角形的内切圆奠定了基础

$

!$

下列说法不正确的是 "

!!

#

'(

与圆只有一个公共点的直线是圆的切线
*$

经过半径的外端!且垂直于这条半径的直线是圆的切线
+$

与圆心的距离等于这个圆的半径的直线是圆的切线
,$

垂直于半径的直线是圆的切线

图
"$/ " 0

"$

如图
"$/ " 0

!点
.

为
/

7

外一点!

.0

为
/

7

的切线!

0

为切点!

.7

交
/

7

于点
1

!

1

.#&%;

!

71#&

!则线段
1.

的长为 "

!!

#

'(&

槡*(& &

+()

,(0

#$

如图
"$/ " -%

!

01

是
/

7

的直径!

.0

与
/

7

相切于点
0

!线段
.7

与
/

7

相交于点
2

!连接
12

!若
1

.#&);

!则
1

1

等于
!!!!!

$

图
"$/ " -%

图
"$/ " --

$$

如图
"$/ " --

!已知
01

是
/

7

的直径!

05

!

15

是半圆的弦!

1

.50#

1

.15

!

1

158#)%;

!若
.5 槡# &

!则
.0

的长为
!!!!!

$

%$

如图
"$/ " -"

!

01

是
/

7

的直径!

05

与
/

7

相切于点
0

!

58

与
/

7

相切于点
8

!点
2

为
58

延长线上一点!且
28#21$

求证&

12

为
/

7

的切线
$

图
"$/ " -"
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"$%

!

直线与圆的位置关系!

#

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

如图
"$/ & -

!在
/

7

中!若点
2

是1
01

的中点!

1

0#./;

!则
1

172#

"

!!

#

'(.%; *(./; +(/%; ,()%;

图
"$/ & -

图
"$/ & "

图
"$/ & &

"$

如图
"$/ & "

!

>?

-

012

中!

01#-%:6

!

12#1:6

!若点
2

在
/

0

上!则
/

0

的半径是
"

!!

#

'(.:6 *():6 +(1:6 ,(-%:6

#$

如图
"$/ & &

!

.0

!

.1

分别切
/

7

于
0

!

1

两点!点
2

在优弧1
021

上!

1

.#1%;

!则
1

2

的度数为 "

!!

#

'(/%; *()%; +(5%; ,(1%;

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

在同圆或等圆中!两个圆心角$两条弧$两条弦!其中有一组量相等!那么其余两组
量也相等

$

"$

切线的判定&经过半径的外端且垂直于这条半径的直线是圆的切线'

切线的性质&圆的切线垂直于过切点的半径
$

&$

圆周角定理&圆周角的度数等于它所对弧上的圆心角度数的一半
$

.$

四边形的内角和为
&)%;$

!!

前面我们学习了圆的切线的性质和判定#知道过圆上一点只能作出圆的一条切线#

那么过圆外一点能作出圆的几条切线呢& 这些切线又会有哪些新的性质呢&
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!$

切线长定理

图
"$/ & .

如图
"$/ & .

!在纸上画出
/

7

!并画出过点
0

的切线!

在其上任取一点
.

!连接
.7

!沿直线
.7

将纸对折!设圆上与
点

0

重合的点为
1

!因为
71

与
70

重叠!

70

是半径!

71

也就
是半径

$

又因为
71

是半径!根据对折后的角不变!所以
.1

是
/

7

的另一条切线!根据轴对称性质!我们很容易得到
.0#

.1

!

1

0.7#

1

1.7$

我们把
.0

或
.1

的长!即经过圆外一点作圆的切线!这点和切点之间的线段的长!

叫做这点到圆的切线长
$

注意&切线和切线长是两个完全不同的概念!切线是直线!是不能度量的'切线长是
一条线段的长!这条线段的两个端点一个是圆外的点!另一个是切点

$

"$

切线长定理的证明
由上面的操作我们可以得到&从圆外一点可以引圆的两条切线!它们的切线长相等!

这一点和圆心的连线平分两条切线的夹角
$

图
"$/ & /

从圆外一点
.

向圆引的切线为什么是两条呢* 如图
"$/ & /

!

由切线的性质可知!

1

.07#

1

.17#0%;

!所以点
0

!

1

在以
7.

为直
径的圆上!而以

7.

为直径的圆与
/

7

有且只有两个交点!所以从圆
外一点可以引圆的两条切线

$

下面我们给予切线长定理的严格证明&

如图
"$/ & .

!已知
.0

!

.1

是
/

7

的两条切线!切点为
0

!

1

!求证&

.0#.1

!

1

0.7#

1

1.7$

证明&

2.0

!

.1

是
/

7

的两条切线!

370

2

0.

!

71

2

1.$

又
270#71

!

7.#7.

!

3>?

-

07.

6

>?

-

17.

"

BC

#!

3.0#.1

!

1

0.7#

1

1.7$

由此得到切线长定理&过圆外一点所作的圆的两条切线长相等!圆心和这一点的连
线平分两条切线的夹角

$

图
"$/ & )

例
!

如图
"$/ & )

!

.0

!

.1

分别与
/

7

相切于点
0

!

1

!

.7

的延长
线交

/

7

于点
2

!连接
12

!

70$

"

-

#求证&

1

.70#"

1

.21

'

"

"

#若
70#&

!

.0#.

!求
?@D

1

.21

的值
$

解""

-

#如图
"$/ & 5

!连接
71$

湖
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!!!

2.0

!

.1

分别与
/

7

相切于点
0

!

1

!

3.0#.1

!

1

71.#

1

70.#0%;

!

1

0.7#

1

1.7

!

图
"$/ & 5

3

1

.70#

1

.71$

2

1

.71#"

1

.21

!

3

1

.70#"

1

.21$

"

"

#如图
"$/ & 5

!过
1

作
18

2

.2

于
8

!

2.1#.0#.

!

71#70#&

!

3.7#/$

又-

"

.7

+

18#

-

"

71

+

.1

!

318#

-"

/

!

由勾股定理得!

78# &

"

!

-"

" #

/槡 "

#

0

/

!

328#72$78#&$

0

/

#

".

/

!

在
>?

-

718

中!

?@D

1

.21#

18

28

#

-"

/

".

/

#

-

"

$

图
"$/ & 1

!$

如图
"$/ & 1

!

.0

!

.1

切
/

7

于点
0

!

1

!

.0#1

!

25

切
/

7

于
点
8

!交
.0

!

.1

于
2

!

5

两点!则
-

.25

的周长是 "

!!

#

'(1 *(-1

+(-) ,(-.

"$

如图
"$/ & 0

!

.0

!

.1

!

25

是
/

7

的切线!切点分别为点
0

!

1

!

8

!若
-

.25

的周长为
-1:6

!

1

0.1#)%;

!求
/

7

的半径
$

图
"$/ & 0

本节课我们在切线的性质及判定的基础上学习了切线长的概念&经过圆外一点作圆
的切线!这点和切点之间的线段的长!叫做这点到圆的切线长

$

切线长的性质与切线的性
质联系非常密切!切线的所有性质仍然适合切线长

$

湖
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同时学习了切线长定理&过圆外一点所作的圆的两条切线长相等!圆心和这一点的
连线平分两条切线的夹角

$

这一定理常与勾股定理和垂径定理等联系起来综合运用!同
时这一定理也为下节内容(三角形的内切圆)提供了基础

$

!$

如图
"$/ & -%

!从
/

7

外一点
.

引圆的两条切线
.0

!

.1

!切点分别是
0

!

1

!如果
1

0.1#)%;

!线段
.0#-%

!那么弦
01

的长是 "

!!

#

'(-% *(-" +(/ ,(-%

图
"$/ & -%

图
"$/ & --

图
"$/ & -"

"$

如图
"$/ & --

!

/

7

内切于四边形
0125

!

01#-%

!

12#5

!

25#1

!则
05

的长度为
"

!!

#

'(1 *(0 +(-% ,(--

#$

如图
"$/ & -"

!已知
.0

!

.1

!

89

分别切
/

7

于
0

!

1

!

5

!若
.0#-%:6

!那么
-

.89

的
周长是

!!!!!

:6$

若
1

.#&/;

!那么
1

071#

!!!!!

!

1

879#

!!!!!

$

$$

已知
.

为
/

7

外一点!

.0

!

.1

为
/

7

的切线!

0

!

1

为切点!

1

.#5%;

!

2

为
/

7

上一个
动点!且不与

0

!

1

重合!则
1

120#

!!!!!

$

%$

如图
"$/ & -&

!

01

是
/

7

的直径!

05

!

52

!

12

是切线!点
0

!

8

!

1

为切点
$

"

-

#求证&

75

2

72

'

"

"

#若
12#0

!

05#.

!求
71

的长
$

图
"$/ & -&
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"$%

!

直线与圆的位置关系!

$

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

如图
"$/ . -

!

72

是
1

071

的平分线!

.

为
72

上一点!

.5

2

70

!垂足为
5

!

.8

2

71

!垂足为
8$

若
.5#&

!则
.8#

"

!!

#

'(

&

"

*(& +(. ,()

图
"$/ . -

图
"$/ . "

"$

如图
"$/ . "

!

.

为
72

上一点!

.5

2

70

!垂足为
5

!

.8

2

71

!垂足为
8$

若
.5#-

!

.8#-

!

1

071#.%;

!则
1

172#

"

!!

#

'(-%; *("%; +(&%; ,(.%;

#$

已知
/

7

的半径为
/

!要让点
0

在
/

7

上!线段
70

的长应为 "

!!

#

'(& *(. +(/ ,()

图
"$/ . &

$$

如图
"$/ . &

!已知点
0

是
/

7

上一点!直线
12

经过点
0

!要让
直线

12

是
/

7

的切线!

1

701

的度数应是 "

!!

#

'(&%;

*(./;

+()%;

,(0%;

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

角平分线的性质&角平分线上的点到角两边的距离相等
$

"$

角平分线的判定&角的内部到角两边距离相等的点在角的平分线上
$

&$

圆上的点到圆心的距离等于圆的半径!反之!若点到圆心的距离等于圆的半径!则
该点在这个圆上

$

.$

经过半径外端并且垂直于这条半径的直线是圆的切线
$
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!!

我们知道#三角形的三条中线交于一点#这个点叫作三角形的重心)三角形的三条高
或其延长线交于一点#这个点叫作三角形的垂心

$

那么#三角形的三条角平分线是否也交
于一点& 这个点又有什么性质&

!$

三角形的内切圆
我们已经探究了三角形的三条中线和三条高或其延长线分别相交于一点!三角形的

三条角平分线的是否也相交于一点呢*

图
"$/ . .

如图
"$/ . .

!在
-

012

中!

1

012

和
1

201

的平分线相
交于点

7

!作
75

2

12

!垂足为
5

!作
78

2

01

!垂足为
8

!作
79

2

02

!垂足为
9$

因为
17

是
1

012

的平分线!

75

2

12

!

78

2

01

!由角平分线
的性质可知!

75#78$

同理可知!

78#79

!所以
75#79$

又因为
75

2

01

!

79

2

02

!由角平分线的判定可知!

27

为
1

120

的平分线
$

所以
-

012

的三
条角平分线交于一点

7

!且点
7

到三角形三边的距离相等
$

以点
7

为圆心!

78

长为半径画圆
$

因为
75#78#79

!所以点
5

!

9

都在
/

7

上
$

因
为

12

2

75

!所以
12

是
/

7

的切线
$

同理可知!

02

!

01

也是
/

7

的切线
$

所以
/

7

与
-

012

的三边均相切!

/

7

叫作
-

012

的内切圆!圆心
7

叫作三角形的内心!

-

012

叫
作

/

7

的外切三角形
$

与三角形各边都相切的圆叫作三角形的内切圆!内切圆的圆心叫作三角形的内心!

这个三角形叫作圆的外切三角形
$

"$

三角形的内心
如图

"$/ . .

!设点
7

是
-

012

的内心!由于
01

!

12

!

20

都与
/

7

相切!因此圆
心

7

到
01

!

12

!

20

的距离都等于圆的半径!从而圆心
7

在
-

012

的每个内角的平分线
上

$

由此得出&

"

-

#三角形的内心是这个三角形的三条角平分线的交点'

"

"

#三角形的内心到三角形三边的距离相等
$

#$

三角形的内切圆和外接圆
我们可以从定义$圆心名称$实质$圆的半径四个方面来比较三角形的内切圆和外接

圆!如下表所示
$
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!!!

图示 关系 定义 圆心 实质 半径

三角形的外
接圆

经过三角形各
顶点的圆 外心

三角形各边垂
直平分线的
交点

交点到三角形
各顶点的距离

三角形的内
切圆

与三角形各边
都相切的圆 内心 三角形角平分

线的交点
交点到三角形
各边的距离

!$

如图
"$/ . /

!

-

012

的内切圆的三个切点分别为
5

!

8

!

9

!

1

0#5/;

!

1

1#./;

!则
1

879

的度数是 "

!!

#

'(-%%; *(--%; +(-"%; ,(-&%;

图
"$/ . /

图
"$/ . )

图
"$/ . 5

"$

如图
"$/ . )

!

/

7

是
-

012

的内切圆!

1

0#5%;

!则
1

172

的度数是 "

!!

#

'(--%; *(--/; +(-"%; ,(-"/;

#$

如图
"$/ . 5

!等边三角形的内切圆半径为
-

!那么三角形的边长为 "

!!

#

槡 槡'(" *(& +(& ,(" &

三角形三条中线的交点叫三角形的重心!三角形三条高所在直线的交点叫三角形的
垂心!三角形三条角平分线的交点叫三角形的内心!三角形三边垂直平分线的交点叫三
角形的外心

$

本节课主要探究三角形内心的定义$位置和性质
$

与三角形各边都相切的圆叫作三
角形的内切圆!内切圆的圆心叫作三角形的内心'三角形的内心是这个三角形的三条角
平分线的交点'三角形的内心到三角形三边的距离相等

$

!$

下列关于三角形的内心和外心的说法中!正确的说法为 "

!!

#

!

三角形的内心是三角形内切圆的圆心'

"

三角形的内心是三条角平分线的交点'

#

三角形的外心到三边的距离相等'

$

三角形的外心是三边中垂线的交点
$

'(

!"#$

*(

!"#

+(

!"$

,(

"#$

湖
南
教
育
出
版
社



!*!

!!!

"$

如图
"$/ . 1

!

/

7

是
-

012

的内切圆!

1

172#-"%;

!则
1

0

的度数是 "

!!

#

'(/%; *(//; +()%; ,()/;

图
"$/ . 1

图
"$/ . 0

#$

如图
"$/ . 0

!圆
A

是三角形
012

的内切圆!

5

!

8

!

9

为三个切点!若
1

589#/";

!则
1

0

的度数为 "

!!

#

'()1; *(/"; +(5); ,(&1;

$$

如图
"$/ . -%

!在三角形
012

中!

12#-.

!

02#0

!

01#-&

!它的内切圆分别与
12

!

02

!

01

切于点
5

!

8

!

9

!那么
09

!

15

!

28

长分别为 "

!!

#

'(09#.

!

15#0

!

28#/ *(09#.

!

15#/

!

28#0

+$09#/

!

15#.

!

28#0 ,(09#0

!

15#.

!

28#/

图
"$/ . -%

图
"$/ . --

图
"$/ . -"

%$

如图
"$/ . --

!

/

7

是等腰直角三角形
012

的内切圆!

1

021#0%;

!

02#.

!则
/

7

的半径等于
!!!!!

$

&$

如图
"$/ . -"

!已知
/

7

是边长为
"

的等边
-

012

的内切圆!则
/

7

的半径为
!!!!!

$

湖
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"$&

!

弧长与扇形面积!

!

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

半径为
+

的圆的周长是 "

!!

#

'(

%

+ *("

%

+ +(

%

+

"

,("

%

+

"

"$

在圆
7

中!

0

!

1

!

2

!

5

是圆上的四点!若
1

071#

1

275

!则1
01

和1
25

的大小关系是
"

!!

#

'(

1

01

$

1

25 *(

1

01#

1

25

+(

1

01

%

1

25 ,(

无法确定
#$

如图
"$) - -

!点
0

!

1

是圆上的两点!圆心角
1

071#-"%;

!则1
01

的长是圆周长的
"

!!

#

图
"$) - -

'(

-

"

*(

-

&

+$

-

.

,(

-

/

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

圆的周长计算公式是
2#"

%

+

!其中
+

是圆的半径
$

"$

在同圆或等圆中!如果圆心角相等!那么它们所对的弧也相等
$

&$

在同圆或等圆中!两条弧的长度之比与它们所对圆心角的度数之比相等
$

!!

圆的周长计算公式是
2#"

%

+

#其中
+

是圆的半径
$

弧是圆周上的一部分#我们能否根
据圆心角的大小计算弧长呢&

湖
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!$

弧长的计算
我们已经知道!同圆或等圆中!相等的圆心角所对的弧相等!而一个周角等于

&)%;

!

因此!

-;

的圆心角所对弧长就是圆周长的-

&)%

!据此!我们可根据圆心角的度数求得对应
的弧长

$

图
"$) - "

例如!如图
"$) - "

!已知
/

7

的半径为
-/

!点
0

!

1

是圆上的两
点!圆心角

1

071#-"%;

!求1
01

的长度
$

由于整个圆周的圆心角是
&)%;

!

1

01

所对的圆心角度数是
-"%;

!所以
1

01

所对圆心角是
&)%;

的-"%
&)%

!所以1
01

的长就是圆周长的-"%
&)%

!即1
01

的长

6#

-"%

&)%

8"

%

8-/#-%

%

$

推广到一般情况!如果
/

7

的半径为
+

!圆心角
1

071#3;

!则1
01

的长
6#

3

&)%

+

"

%

+

!

即
6#

3

%

+

-1%

$

"$

弧长计算式的解读
我们已经知道!半径为

+

的圆中
3;

的圆心角所对的弧长
6#

3

%

+

-1%

$

这是一个含有三个
量的等式!已知其中的任意两个量!可以求出第三个量&

6#

3

%

+

-1%

!

3#

-1%6

%

+

!

+#

-1%6

%

3

$

在实际解决问题的过程中!可根据已知条件!选择适当的形式进行推理计算
$

!$

圆的半径为
):6

!圆中一个圆心角为
)%;

!则这个圆心角所对的弧长为 "

!!

#

'(

%

:6 *("

%

:6 +(&

%

:6 ,(.

%

:6

"$

一个扇形的圆心角为
&%;

!它所对的弧长为
&

%

:6

!则这个扇形的半径为 "

!!

#

'():6 *(-":6 +(-1:6 ,(槡):6

#$

一块等边三角形的木板!边长为
-

!现将木板沿水平线无滑动翻滚"如图
"$) - &

#!那
么

1

点从开始到结束时所走过的路径长度是
!!!!!

$

图
"$) - &
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-$

本节课的知识点是&半径为
+

的圆中!

3;

的圆心角所对的弧长
6#

3

%

+

-1%

$

这是一个含
有三个量的等式!已知其中的任意两个量!可以求出第三个量&

6#

3

%

+

-1%

!

3#

-1%6

%

+

!

+#

-1%6

%

3

$

"$

在推导弧长计算公式的过程中!我们采用的是部分与整体成比例的方法
$

在同一
个圆中!由于圆心角相等!它们所对的弧也相等!所以两条弧的长度之比与它们所对圆心
角的度数之比相等!因此

-;

的圆心角所对的弧长为圆周长"即
&)%;

的圆心角所对的弧长#

的-

&)%

!

3;

的圆心角所对的弧长为圆周长的3

&)%

$

!$

圆的半径为
0:6

!圆中一个圆心角为
)%;

!则这个圆心角所对的弧长为 "

!!

#

'(

%

:6 *("

%

:6 +(&

%

:6 ,(.

%

:6

"$

一个扇形的圆心角为
./;

!它所对的弧长为
%

:6

!则这个扇形的半径为 "

!!

#

'$":6 *(.:6 +(1:6 ,(:6

#$

在半径为
?

的圆中!弧所对的圆心角增加
-;

!则它的弧长增加 "

!!

#

'(

%

?

0%

*(

%

?

-1%

+(

-1%

%

?

,(

-

&)%

图
"$) - .

$$

如图
"$) - .

!五个半圆中邻近的半圆相切!两只小虫同时出发!

以相同的速度从点
0

到点
1

!甲虫沿着
050

-

1

!!

$

0

-

80

"

1

!!

$

0

"

90

&

1

!!

$

0

&

:1

1

!!

的路线爬行!乙虫沿着路线
021

1

!!

爬行!则下列结论正确的是"

!!

#

'(

甲虫先到
1

点
*(

乙虫先到
1

点
+(

甲乙虫同时到达
,(

无法确定

图
"$) - /

%$

如图
"$) - /

!

.0

!

.1

为
/

7

的两条切线!

1

.#)%;

!

.0#

槡& &

!求四边形
.071

内的弧
01

的长
$
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!

弧长与扇形面积!

"

"

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

半径为
+

的圆的面积是 "

!!

#

'(

%

+ *("

%

+ +(

%

+

"

,("

%

+

"

图
"$) " -

"$

如图
"$) " -

!点
0

!

1

是圆上的两点!圆心角
1

071#)%;

!则阴影
部分的面积是圆面积的 "

!!

#

'(

-

&

*(

-

.

+(

-

/

,(

-

)

!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习
$

-$

圆的面积计算公式是
*#

%

+

"

!其中
+

是圆的半径
$

"$

在同圆或等圆中!扇形的面积之比!等于弧所对的圆心角的度数之比
$

!!

我们知道#弧是圆周上的一部分#根据圆的半径和圆心角的度数可以求弧长
$

如果以
圆心为端点作两条射线#在圆面上截取一部分#会得到什么图形& 它的面积又如何计算&

!$

扇形
圆的一条弧和经过这条弧的端点的两条半径所围成的图形叫作扇形

$

图
"$) " "

如图
"$) " "

!阴影部分是一个扇形!记作扇形
701$

扇形是由
两条半径和圆弧围成的图形!通常指小于半圆的部分

$

"$

扇形面积的计算
如图

"$) " "

!已知扇形
701

的半径为
+

!圆心角为
3;

!如何求
这个扇形的面积呢*

在上一节中!我们根据弧长与圆周长之比等于弧所对的圆心角度
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数与
&)%;

之比来求弧长
$

类似地!我们能否根据扇形的圆心角与
&)%;

之比!来求扇形的面
积呢* 答案是肯定的

$

把圆面"圆连同它内部区域构成的面#看作是圆心角为
&)%;

的扇形!它的面积即圆面
积

*#

%

+

"

!其中
+

是圆的半径
$

因为圆绕圆心旋转任意角度!都能与自身重合!所以在同
圆或等圆中!圆心角为

-;

的两个扇形能够互相重合!所以它们的面积是相等的'在同圆或
等圆中!圆心角为

3;

的两个扇形!其面积也是相等的
$

所以扇形面积与圆面积之比等于扇
形的圆心角度数与

&)%;

之比
$

故圆心角为
-;

的扇形面积等于圆面积的-

&)%

!即-

&)%

+

%

+

"

'

圆心角为
3;

的扇形面积等于圆面积的3

&)%

!即3

&)%

+

%

+

"

$

由此得到&

半径为
+

的圆中!圆心角为
3;

的扇形的面积为
*

扇形
#

3

%

+

"

&)%

$

又因为扇形的弧长
6#

3

%

+

-1%

!所以
*

扇形
#

3

%

+

"

&)%

#

-

"

+

3

%

+

-1%

+

+#

-

"

6+$

由此!计算扇形的面积有两种方法!可以根据扇形的半径和圆心角来计算!也可以根
据扇形的弧长和半径来计算!这两者本质上是一样的

$

!$

已知扇形的半径为
):6

!圆心角为
)%;

!则这个扇形的面积为 "

!!

#

'("

%

:6

"

*(/

%

:6

"

+()

%

:6

"

,(5

%

:6

"

"$

已知扇形的半径为
&

!弧长为
"

!则这个扇形的面积为 "

!!

#

'(" *(&

图
"$) " &

+() ,(1

#$

如图
"$) " &

!在
-

012

中!

01#02

!

1

0#-"%;

!

12 槡#" &

!

/

0

与
12

相切于点
5

!且分别交
01

!

02

于
-

!

=

两点!则图中
阴影部分的面积是

!!!!!

"保留
%

#

$

-$

本节课我们学到计算扇形面积的两种方法&

"

-

#已知扇形的半径为
+

!圆心角为
3;

!则扇形的面积为
*

扇形
#

3

%

+

"

&)%

$

"

"

#已知扇形的半径为
+

!弧长为
6

!则扇形的面积为
*

扇形
#

-

"

6+$

"$

在推导扇形面积计算公式的过程中!我们运用类比思想
$

类比弧长之比与它们所
对圆心角的度数之比相等!我们得到扇形面积之比也等于圆心角的度数之比

$

因此!圆心
角为

-;

的扇形面积是圆面积"即圆心角为
&)%;

的扇形面积#的-

&)%

!圆心角为
3;

的扇形面

积是圆面积的3

&)%

!进而得到扇形面积的计算公式
$
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!!!

!$

已知扇形的半径为
1:6

!圆心角为
0%;

!则这个扇形的面积为 "

!!

#

'(.

%

:6

"

*(1

%

:6

"

+(-"

%

:6

"

,(-)

%

:6

"

"$

已知扇形的半径为
.

!弧长为
&

!则这个扇形的面积为 "

!!

#

'(" *(& +() ,(1

#$

如图
"$) " .

!在
/

7

中!

1

071#-"%;

!弦
01

的长为槡. &:6

!求扇形
701

的面积
$

图
"$) " .

$$

如图
"$) " /

是一条圆弧形弯道!已知
70#-"6

!

72#06

!

1

25

的长度为
)

%

6

!求
圆弧形弯道的面积

$

图
"$) " /

湖
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!!!

"$'

!

正多边形与圆

!前置诊断"检测你的基础#助力新课学习
$

!$

六边形的内角和是 "

!!

#

'(/.%; *()%%; +(5"%; ,(0%%;

"$

如图
"$5 - -

!

0

!

1

!

2

!

5

是
/

7

的四等分点!有下列说法&

!

四边形
0125

的四条边
相等'

"

四边形
0125

的四个角相等'

#

02

是
/

7

的直径'

$

四边形
0125

是正方
形

$

其中正确的个数是 "

!!

#

'(- *(" +(& ,(.

图
"$5 - -

图
"$5 - "

#$

如图
"$5 - "

!

/

7

是等边
-

012

的外接圆!下列说法不正确的是 "

!!

#

'(0

!

1

!

2

是
/

7

的三等分点
*(

-

072

是等边三角形
+(

1

072#

1

071#

1

172 ,(

点
7

是
-

012

的内心
!前置巩固"如果你没有全部正确#务必回顾复习

$

-$

多边形的内角和为"

3!"

#+

-1%;

!其中
3

为多边形的边数
$

"$

在同圆或等圆中!相等的圆心角所对的弧相等$弦相等'相等的弧所对的弦相等$

圆心角相等$圆周角相等
$

&$

将圆
3

等分!则每一段弧所对的圆心角度数为&)%;
3

$

!!

我们知道#圆既是轴对称图形#又是中心对称图形
$

我们以前学习过的正三角形%正
四边形%正五边形%正六边形等也具有对称性

$

那么两者有什么联系吗&

湖
南
教
育
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!!!

!$

正多边形
我们把各边相等!各内角也相等的多边形叫作正多边形

$

图
"$5 - &

是常见的正多
边形

$

图
"$5 - &

"$

作正多边形
"

-

#利用量角器可以作任意正多边形
由于在同圆中!相等的圆心角所对的弧相等!所对的弦也相等!因此!将圆心角

3

"

3

,

&

#等分!可以使圆
3

等分!依次连接各等分点!可得到各边相等!各内角也相等的
3

边形!

它是正多边形
$

将一个圆
3

"

3

,

&

#等分!依次连接各等分点所得的多边形叫作这个圆的内接正多边
形!这个圆是这个正多边形的外接圆!正多边形的外接圆的圆心叫作正多边形的中心

$

"

"

#利用直尺和圆规!可以作一些特殊的正多边形
例

!

已知
/

7

的半径为
+

!求作
/

7

的内接正六边形
$

分析"因为正六边形每条边所对的圆心角为
)%;

!所以正六边形的边长与圆的半径相
等

$

因此!在半径为
+

的圆上依次截取长度为
+

的弦!就可以将圆六等分
$

图
"$5 - .

作法""

-

#作
/

7

的任意直径
18

!分别以
1

!

8

为圆心!以
+

为半
径作弧!与

/

7

分别相交于点
0

!

2

和
9

!

5$

"

"

#依次连接
01

!

12

!

25

!

58

!

89

!

90

!则六边形
012589

就
是所求作的

/

7

的内接正六边形!如图
"$5 - .$

利用圆的内接正六边形!我们可以得到圆的内接正三角形
$

连接
正六边形不相邻的三个顶点!例如

0

!

2

!

8

!可得
/

7

的内接正三角
形

-

028$

#$

正多边形的对称性
"

-

#正多边形都是轴对称图形
$

由于每个正多边形都有外接圆!因此利用圆的轴对称性可得到&正多边形都是轴对
称图形!正

3

边形的每个顶点与它的中心连线所在的直线都是这个正
3

边形的对称轴
$

一个正
3

边形共有
3

条对称轴!每条对称轴都经过正
3

边形的中心
$

当
3

为奇数时!正
3

湖
南
教
育
出
版
社



!**

!!!

边形的
3

条对称轴都是顶点与中心的连线'当
3

为偶数时!正
3

边形有3

"

条对称轴是顶

点与中心的连线!有3

"

条对称轴是经过中心且与边垂直的直线
$

"

"

#边数为偶数的正多边形既是轴对称图形!又是中心对称图形
$

利用圆绕圆心旋转任意角度!所得图形都与自身重合这一性质!可得出&一个正
3

边
形!绕它的中心旋转&)%;

3

!所得图形与这个正
3

边形重合!从而当
3

为偶数时!正
3

边形绕

它的中心旋转3

"

+

&)%;

3

#-1%;

所得图形与这个正
3

边形重合
$

因此!正
3

边形"

3

为偶数#

也是中心对称图形!它的对称中心就是这个正
3

边形的中心
$

!$

作半径为
":6

的圆的内接正三角形!并求这个正三角形的边长
$

-$

全面理解和记忆正多边形的概念&各边相等!各内角也相等的多边形叫作正多边
形

$

常见的正多边形有正三角形$正四边形"正方形#$正五边形$正六边形等
$

"$

享受尺规作正多边形的乐趣
$

利用量角器可以作任意正多边形!利用直尺和圆规!可以作一些特殊的正多边形!如
正三角形$正四方形$正六边形等

$

高斯解决了利用直尺和圆规作正十七边形的难题
$

&$

理解正多边形的对称性

湖
南
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!!

正多边形都是轴对称图形
$

正
3

边形的每个顶点与它的中心连线所在的直线都是这
个正

3

边形的对称轴
$

一个正
3

边形共有
3

条对称轴!每条对称轴都通过正
3

边形的
中心

$

边数为偶数的正多边形既是轴对称图形!又是中心对称图形
$

任意一个正多边形的顶点都在同一个圆上!这样将正多边形的性质和圆的性质联系
起来!建立起两类不同的平面图形的沟通桥梁

$

!$

同圆的内接正三角形与内接正方形的边长之比为 "

!!

#

'(

槡)
"

*(

&

.

+(

槡)
&

,(

.

&

"$

正多边形的一个外角等于
&%;

!则这个多边形的内角和为 "

!!

#

'(-%1%; *(-..%; +(-)"%; ,(-1%%;

#$

圆内接正六边形两平行边间的距离为
-

!则它的边长为 "

!!

#

'(

槡&
)

*(

槡&
.

+(

槡&
&

,(

槡" &

&

$$

圆内接正多边形一条边所对的圆心角是
&);

!则这个正多边形的边数是
!!!!!

$

%$

如图
"$5 - /

!

/

7

的内接正三角形的边长为
.:6

!则阴影部分的面积为
!!!

!!

$

图
"$5 - /
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!!

本章整理提升

!$

圆中的分类讨论问题
圆既是轴对称图形!又是中心对称图形!具有旋转不变性!圆的这些特性决定了关于

圆的某些问题会有多解
$

解答这类问题时需要按照一定的标准!分成若干种情况!逐一加
以讨论

$

例
!

!

点
.

是圆
7

所在平面上一定点!点
.

到圆上的最长距离和最短距离分别为
1

和
"

!则该圆的半径为
!!!!

$

分析"根据点和圆的位置关系!这个点
.

与圆有两种位置关系&点在圆内和点在
圆外

$

湖
南
教
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!!

解"过点
.

和圆心
7

作直线!分别与圆
7

相交于
0

!

1

两点!

.0

!

.1

分别表示圆上
各点到点

.

的最长距离和最短距离
$

"

-

#当点
.

在圆内时!如图
" -

所示!直径
01#.0$.1#-%

'

"

"

#当点
.

在圆外时!如图
" "

所示!直径
01#.0!.1#)$

所以圆
7

的半径为
/

或
&$

图
" -

图
" "

拓展"本题考查了点与圆的位置关系
$

已知点的位置可以确定该点到圆心距离与半
径的关系!反过来!已知点到圆心距离与半径的关系可以确定该点与圆的位置关系

$

!$

已知圆
7

的直径为
-%:6

!弦
01

5

25

!

01#):6

!

25#1:6

!求
01

和
25

之间的距离
$

"$

圆中相切的存在性问题
直线与圆的位置关系问题!一般无法先画出比较准确的图形

$

解这类问题!一般也分三步走!第一步先罗列两要素
?

和
(

!第二步列方程!第三步
解方程并验根

$

第一步在罗列两要素
?

和
(

的过程中!确定的要素罗列出来以后!不确定的要素要
用含有

"

的式子表示
$

第二步列方程!就是根据直线与圆相切时
(#?

列方程
$

图
" &

例
"

!

如图
" &

!已知抛物线
#

#"

"

!-

与
"

轴相交于
0

!

1

两点
$

"

-

#有一半径为
+

的
/

.

!且圆心
.

在抛物线上运动!当
/

.

与两坐标轴都相切时!求半径
+

的值'

"

"

#若
/

.

的半径为
-

!且圆心
.

在抛物线上运动!当点
.

的
纵坐标在什么范围内取值时!

/

.

与
#

轴相离$相交*

湖
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!!

分析""

-

#如果
/

.

与两坐标轴都相切!那么圆心
.

到两坐标轴的距离相等
$

画直线
#

#"

和
#

#!"

!四个圆心
.

就都找到了!如图
" .

和图
" /$

"

"

#要判断
/

.

与
#

轴相离$相交!先找到临界位置
/

.

与
#

轴相切!此时
+#

#

"

#

#

-

!得
"#-

或
"#!-$

如图
" )

!可以想象!当圆心
.

在
"

轴下方时!

/

.

与
#

轴相交!此
时

!-

.

#.

%

%

'当圆心
.

在
"

轴上方时!

/

.

与
#

轴相离!此时
#.

$

%$

图
" .

图
" /

图
" )

解""

-

#设点
.

的坐标为"

"

!

#

#!则当
/

.

与两坐标轴都相切时!有
#

#4"$

由
#

#"

!得
"

"

!-#"

!即
"

"

!"!-#%

!解得
"#

-4槡/
"

$

由
#

#!"

!得
"

"

!-#!"

!即
"

"

$"!-#%

!解得
"#

!-4槡/
"

$

3

/

.

的半径为
+#

#

"

#

#

槡/4-

"

$

"

"

#设点
.

的坐标为"

"

!

#

#!

2

/

.

的半径为
-

!

3

/

.

与
#

轴相切时
#

"

#

#-

!解得
"#4-

!此时
#

#"

"

!-#%$

即点
.

的坐标为"

!-

!

%

#或"

-

!

%

#时
/

.

与
#

轴相切
$

又当
"#%

时!

#

#!-

!

3

当
#

$

%

时!

/

.

与
#

轴相离!当
!-

.

#

%

%

时!

/

.

与
#

轴
相交

$

"$

如图
" 5

!

0

"

!/

!

%

#!

1

"

!&

!

%

#!

2

"

%

!

&

#!四边形
7052

是矩形
$

点
.

从点
<

"

.

!

%

#出
发!沿

"

轴向左以每秒
-

个单位长度的速度运动!以
.2

为半径的
/

.

随点
.

的运动
而变化!当

/

.

与四边形
0125

的边"或边所在的直线#相切时!求运动时间
,

的值
$

图
" 5

湖
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本章达标测试

"时间
-%%

分钟!满分
-%%

分#

一(选择题'每小题
&

分#共
&%

分(

!$

下列说法错误的是 "

!!

#

'(

直径是圆中最长的弦
*(

长度相等的两条弧是等弧
+(

面积相等的两个圆是等圆
,(

半径相等的两个半圆是等弧
"$

/

7

的半径为
/:6

!点
0

到圆心
7

的距离
70#&:6

!则点
0

与圆
7

的位置关系为
"

!!

#

'(

点
0

在圆上
*(

点
0

在圆内
+(

点
0

在圆外
,(

无法确定
#$

将一个圆分割成三个扇形!它们的圆心角的度数比为
-<"<&

!则这三个扇形中圆心角
度数最大的是 "

!!

#

'(&%; *()%; +(-"%; ,(-1%;

$$

如图!四边形
0125

内接于
/

7

!

02

平分
1

105

!则下列结论正确的是 "

!!

#

'(01#05 *(12#25 +(

1

01#

1

05 ,(

1

120#

1

520

第
.

题图 第
/

题图 第
)

题图 第
5

题图
%$

如图!

12

是
/

7

的直径!

0

是
/

7

上的一点!

1

702#&";

!则
1

1

的度数是 "

!!

#

'(/1; *()%; +().; ,()1;

&$

如图!点
.

为
/

7

外一点!

.0

为
/

7

的切线!

0

为切点!

.7

交
/

7

于点
1

!

1

.#&%;

!

71#&

!则线段
1.

的长为 "

!!

#

槡'(& *(& & +() ,(0

'$

如图!

-

012

是
/

7

的内接三角形!

01#02

!

1

120#)/;

!作
25

5

01

!并与
/

7

相
交于点

5

!连接
15

!则
1

512

的大小为 "

!!

#

'(-/; *(&/; +("/; ,(./;

湖
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!!

($

/九章算术0是我国古代第一部自成体系的数学专著!代表了东方数学的最高成就
$

它
的算法体系至今仍在推动着计算机的发展和应用

$

书中记载&(今有圆材埋在壁中!不
知大小!以锯锯之!深一寸!锯道长一尺!问径几何*)译为&(今有一圆形木材!埋在墙壁
中!不知其大小!用锯去锯这木材!锯口深

-

寸"如图!

85#-

寸#!锯道长
-

尺"

01#

-

尺
#-%

寸#!问这块圆形木材的直径是多少*)请根据所学知识计算&圆形木材的直径
02

是 "

!!

#

'(-&

寸
*("%

寸
+(")

寸
,("1

寸

第
1

题图 第
0

题图
)$

如图!

01

是
/

7

的直径!

25

是弦!

1

125#&%;

!

70#"

!则阴影部分的面积是"

!!

#

'(

%

&

*(

"

%

&

+(

%

,("

%

!*$

已知
01

!

25

是
/

7

的两条平行弦!

01#-)

!

25#-"

!

/

7

的半径为
-%

!则弦
01

与
25

的距离为 "

!!

#

'(" *(-. +()

或
1 ,("

或
-.

二(填空题'每小题
.

分#共
"%

分(

!!$

在半径为
&:6

的
/

7

中!弦
01#&:6

!则弦
01

所对的圆心角
1

071

的度数为
!!!!

$

!"$

一个扇形的圆心角是
-"%;

!它的半径是
&:6

!则扇形的弧长为
!!!!!

:6$

!#$

如图!

/

7

是
-

012

的内切圆!若
1

012#5%;

!

1

021#.%;

!则
1

172#

!!!!!

$

第
-&

题图 第
-.

题图 第
-/

题图
!$$

如图!正六边形
012589

内接于
/

7

!

/

7

的半径为
)

!则这个正六边形的边心距
7-

的长为
!!!!!

$

!%$

如图!

01

是
/

7

的直径!

02

切
/

7

于点
0

!

12

交
/

7

于点
5$

已知
/

7

的半径为
)

!

1

2#.%;$

那么1
05

的长为
!!!!!

$

湖
南
教
育
出
版
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"!'

!!

三(解答题'每小题
-%

分#共
/%

分(

!&$

如图!已知
01

是
/

7

的直径!弦
25

2

01

!垂足为
8

!

1

072#)%;

!

72#"$

"

-

#求
78

和
25

的长'

"

"

#求图中阴影部分的面积
$

!'$

如图!已知
01

是
/

7

的直径!点
2

!

5

在
/

7

上!点
8

在
/

7

外!

1

802#

1

1#)%;$

"

-

#求
1

052

的度数'

"

"

#求证&

08

是
/

7

的切线
$

!($

如图!

01

是
/

7

的直径!过
/

7

外一点
.

作
/

7

的两条切线
.2

!

.5

!切点分别为
2

!

5

!连接
7.

!

25$

"

-

#求证&

7.

2

25

'

"

"

#连接
05

!

12

!若
1

501#/%;

!

1

210#5%;

!

70#"

!求
7.

的长
$

湖
南
教
育
出
版
社



"!(

!!

!)$

如图!四边形
0125

是平行四边形!以对角线
15

为直径作
/

7

!分别与
12

!

05

相交
于点

8

!

9$

"

-

#求证&四边形
1859

为矩形'

"

"

#若
15

"

#18

+

12

!试判断直线
25

与
/

7

的位置关系!并说明理由
$

"*$

如图!

25

是
/

7

的直径!且
25#":6

!点
.

为
25

的延长线上一点!过点
.

作
/

7

的
切线

.0

!

.1

!切点分别为点
0

!

1$

"

-

#连接
02

!若
1

0.7#&%;

!试证明
-

02.

是等腰三角形'

"

"

#填空&

!

当
5.#

!!!!!

:6

时!四边形
0715

是菱形'

"

当
5.#

!!!!!

:6

时!四边形
071.

是正方形
$

湖
南
教
育
出
版
社



书书书

!"!

!!

第
!

章
!

二次函数

!!!

!"#$%

!前置诊断"

!!!

!

!

""#

"!

"$%

"

&"

#

$%""#"$'&"

#

$"$'!

"!(

!

本题考查对函数概念的理解#判定一种关
系是不是函数关系的基本方法$

!

有两个变量%

"

一个变量的数值随着另一个变量的变化而
发生变化%

#

对于自变量的每一个确定的值#有
且只有一个函数值与之对应#即单对应

!

根据函
数的定义#

"

#

"

&"

中
#

不是
"

的函数#

#

#

&""

%

中
#

不是
"

的函数#由此可知#!

)

"!

#

"!

*

"是
函数关系

!

#!+

!

一般地#形如
#

&$""%

!

$

#

,

#

$

&

%

是常数"

的函数#叫做一次函数#据此可判断
!+

选项中
的
#

&"

属于一次函数#故此选项正确%

(

选项
中的

#

&$"

#缺少
$

#

,

这一条件#故此选项错
误%

!

选项中的
#

&

)

"

")

#函数的表达式不是
用自变量的一次整式表示的#故此选项错误%

-

选项中的
#

&"

#

$#

#自变量
"

的指数不为
)

#

故此选项错误
!

$!-

!

根据函数的定义$对于自变量
"

的任何值#

#

都有唯一的值与之相对应#可知#

+

#

(

#

!

选
项中#存在一个

"

值对应两个
#

值#所以
+

#

(

#

!

均不正确
!

!变式训练"

!!(

!

根据二次函数定义得
#

&%

!

"$)

"

#

$#

#

#

&

!

""%

"

#

$#"

#是二次函数
!

"!-

!

依据二次函数的定义可知
$$#

#

,

#

$

#

$

#$"#&#

#从而可求得
$&,!

#!

!

)

"若函数
#

&

!

&

#

$&

"

"

#

"

!

&$)

"

""#$#&

是二次函数#则应满足
&

#

$&

#

,

#解得
&

#

,

且
&

#

)

%

!

#

"若函数
#

&

!

&

#

$&

"

"

#

"

!

&$)

"

""#$#&

是一次函数#则应满足
&

#

$&&,

#

&$)

#

,

#解
得
&&,

%

!

%

"由!

#

"可得#当此函数是一次函数时#

&&,

#

而此时
#$#&

#

,

#所以这个函数不可能是正比
例函数

!

!效果检测"

!!!

!

圆的面积公式
'&

$

(

#中#

'

和
(

之间的关
系是二次函数关系

!

"!!

!

+

选项中的
#

&""%

是一次函数%

(

选项
中的

#

&)"

#

"%""*

缺少条件
)

#

,

%

-

选项中
的
#

&"

#

"

)

"

#不是整式
!!

选项中的
#

&+

#

$

#+"#

为二次函数#故此选项正确
!

#!!

!

根据二次函数的定义$二次项系数不为
,

#

举出特例即可判断
!+

选项#当
&&)

时#不是
二次函数#故错误%

(

选项#当
&&$)

时#二次
项系数等于

,

#不是二次函数#故错误%

!

选项#

&

#

")

$

,

#一定是二次函数#故正确%

-

选项#

当
&&)

或
$)

时#二次项系数等于
,

#不是二
次函数#故错误

!

$!-

!

+

选项#当
%&,

#

)

#

,

时#是二次函数
#

&

)"

#

"*

#故此选项错误%

(

选项#当
*&,

#

)

#

,

时#是二次函数
#

&)"

#

"%"

#故此选项错误%

!

选项#当
)&,

#

%

#

,

时#是一次函数
#

&%""*

#

故此选项错误

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

!

湖
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!"#

!!

%!!

!

由题意可设
#

)

&$

)

"

#

#

#

&$

#

"

#

#其中
$

)

#

$

#

都不为
,

#则
#

&$

)

"$$

#

"

#

#所以
#

是关于
"

的
二次函数

!

!!"

!"#$%&'()*+,

!

-

!前置诊断"

!!+

!

关于
#

轴对称的点#纵坐标相同#横坐标互
为相反数#易得与点

,

!

)

#

#

"关于
#

轴对称的
点的坐标为!

$)

#

#

"

!

"!!

!

根据正比例函数的性质对各选项进行逐一
判断即可

!

函数图象经过点!

#

#

*

"#

+

错误%函数
图象经过第一&三象限#

(

错误%

#

随
"

的增大
而增大#

!

正确%当
"

$

,

时
#

$

,

#当
"

&

,

时
#

&

,

#

-

错误
!

#!!

!

.$&$

#

%

&

,

#

%&#

$

,

#

/

直线经过第一&

二&四象限
!

$!-

!

.$&#

$

,

#

/

反比例函数图象在第一&三
象限#且在每个象限内#

#

随
"

的增大而减小
!

!变式训练"

!!+

!

分别将
"&$)

#

#

#

$%

代入
#

&"

# 中#得
#

)

&)

#

#

#

&*

#

#

%

&0

#所以
#

)&

#

#&

#

%

!

"!

因为对于二次函数
#

&)"

#

#

"

)

"

越大#图象开口
越小#所以题设四个二次函数的图象开口从大
到小的排列顺序是

#!"%

!

#!!

!

根据二次函数
#

&)"

#的图象特征#易得
!

"#

都是正确的
!

!效果检测"

!!!

!

.

二次函数表达式为
#

&1"

#

#

$&1

$

,

#

/

二次函数图象开口向上#当
"

&

,

时
#

随
"

的增大而减小#当
"

$

,

时
#

随
"

的增大而增
大#图象对称轴为

#

轴#无论
"

取何值#

#

的值
总是非负数

!

"!!

!

抛物线
#

&%"

#的顶点坐标是!

,

#

,

"

!

#!!

!

二次函数
#

&"

# 的对称轴是直线
"&,

#

即
#

轴
!

$!(

!

.)&$)

&

,

#

/

抛物线的开口向下
!

%!-

!

#

&

)

#

"

#

#

#

&"

#

#

#

&#"

# 的图象#顶点相
同#都是原点%对称轴相同#都是

#

轴%开口方向
相同#都是向上%由于二次项系数不相同#所以
图象形状!开口大小"不同

!

!!"

!"#$%&'()*+,

"

-

!前置诊断"

!!(

!

如果两个点关于
"

轴对称#则这两个点的
横坐标相同#纵坐标互为相反数

!

因此点
!

#

#

$%

"关于
"

轴对称的点的横坐标仍为
#

#纵
坐标为

%!

"!!

!

函数
#

&

)

#

"

#的图象开口向上#关于
#

轴
对称#图象在对称轴左边部分#函数值随自变量
的增大而减小#图象在对称轴右边部分#函数值
随自变量的增大而增大

!

当
"&,

时#函数取最
小值#最小值为

,!

!变式训练"

!!!

!

分别将
"&$)

#

#

#

$%

代入
#

&$"

#中得
#

)

&$)

#

#

#

&$*

#

#

%

&$0

#所以
#

%&

#

#&

#

)

!

"!

#!"%!

因为对于抛物线
#

&)"

#

#

"

)

"

越大#

它的开口越小#所以抛物线开口从大到小的排
列顺序是

#!"%

!

#!(

!

二次函数
#

&$"

#和
#

&$

)

#

"

#的二次项

系数分别为
$)

和
$

)

#

#均小于
,

#所以它们的
图象都是开口向下#因此

!

正确%图象的对称轴
都是

#

轴#顶点坐标都是原点!

,

#

,

"#因此
"

正
确%当

"

$

,

时#它们的函数值
#

都是随着
"

的
增大而减小#因此

#

不正确%

"

)

"

相同时图象开
口的大小相同#因此

%

不正确
!

!效果检测"

!!!

!

二次函数解析式为
#

&$

%

#

"

#

#

.)&$

%

#

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

&

湖
南
教
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!"$

!!

,

#

/

二次函数图象开口向下#当
"

&

,

时
#

随
"

的增大而增大#当
"

$

,

时
#

随
"

的增大而减
小#对称轴为

#

轴#无论
"

取何值#

#

的值总是
非正数

!

"!!

!

抛物线
#

&$%"

#的顶点坐标是!

,

#

,

"

!

#!!

!

二次函数
#

&$"

# 图象的对称轴是直线
"&,

#即
#

轴
!

$!(

!

.)&$)

&

,

#

/

抛物线的开口向下
!

%!-

!

函数
#

&$

)

#

"

#

#

#

&"

#

#

#

&$#"

#的图象
的顶点相同#都是原点%对称轴相同#都是

#

轴%

开口方向不相同#两个向下&一个向上%由于二
次项系数不相同#所以图象形状不同

!

!!"

!"#$%&'()*+,

#

-

!前置诊断"

!!-

!

点!

#

#

$%

"向右平移
%

个单位长度后横坐
标加上

%

后变为
1

#纵坐标仍为
$%

#即坐标变
为!

1

#

$%

"

!

"!!

!

平移不改变图形的形状和大小#只改变图
形的位置

!

#!+

!

直线
#

&#""*

与
"

轴的交点为!

$#

#

,

"#

将直线
#

&#""*

沿
"

轴向右平移
)

!

)

$

,

"个
单位长度#相当于将该直线上所有点均向右平
移
)

个单位长度#平移后的直线与
"

轴的交点
为!

$#")

#

,

"#将点!

$#")

#

,

"坐标代入
#

&#""

&

#得
&&$#)"*

#即平移后的直线方程为
#

&

#

!

"$)

"

"*!

!变式训练"

!!(

!

分别将
"&)

#

#

#

$#

代入
#

&%

!

"")

"

#中
得
#

)

&)#

#

#

#

&#2

#

#

%

&%

#所以
#

%&

#

)&

#

#

%函
数
#

&%

!

"")

"

#的图象开口向上#图象上离对
称轴越近的点的纵坐标越小#离对称轴越远的
点的纵坐标越大#其对称轴为

"&$)

#而
)

#

#

#

$#

离
$)

的距离分别为
#

#

%

#

)

#所以
#

%&

#

)&

#

#

!

"!-

!

函数
#

&)

!

"$-

"

#

!

)

#

,

"的图象可以由函
数
#

&)"

#

!

)

#

,

"的图象向左!

-

&

,

"或向右

!

-

$

,

"平移
"

-

"

个单位长度而得到
!

由此可得二
次函数

#

&"

#的图象向右平移
%

个单位长度#得
到的新图象的函数表达式是

#

&

!

"$%

"

#

!

#!-

!

抛物线
#

&%"

#与
#

&%

!

""%

"

#中的二次项
的系数

)

都等于
%

#所以两条抛物线的形状&开
口方向&开口大小均相同#但它们的对称轴不同

!

$!.

当
"&#

时函数取最大值#

/-&#

#函数表达
式
#

&)

!

"$#

"

#

!

把!

)

#

$%

"代入得
)

!

)$#

"

#

&

$%

#

/)&$%

#

/

二次函数表达式为
#

&$%

!

"$

#

"

#

#当
"

&

#

时#

#

随
"

的增大而增大
!

!效果检测"

!!-

!

.

#

&#

!

"$%

"

#

'

,

#当
"$%&,

#即
"&%

时#

#

取最小值
,

#

/

抛物线的顶点坐标为!

%

#

,

"#点!

%

#

,

"在
"

轴上
!

"!!

!

.

函数
#

&%

!

"$#

"

# 中#

)&%

$

,

#

-&#

#

/

抛物线
#

&%

!

"$#

"

#的开口向上#对称轴为
直线

"&#!

当
"

&

#

时#

#

随
"

的增大而减小%当
"

$

#

时#

#

随
"

的增大而增大
!

#!+

!

将
#

&"

#

$#"")

配方得
#

&

!

"$)

"

#

#

.

二次函数
#

&)"

#

"%""*

的图象向左平移
#

个单位长度得到
#

&

!

"$)

"

#的图象#

/

二次函
数
#

&

!

"$)

"

#的图象向右平移
#

个单位长度
可得到

#

&)"

#

"%""*

的图象
!

而二次函数
#

&

!

"$)

"

#的图象向右平移
#

个单位可得函数
#

&

!

"$%

"

#

&"

#

$'""0

的图象#

/%&$'

#

*&0!

!!"

!"#$%&'()*+,

$

-

!前置诊断"

!!(

!

点!

"

#

#

"沿着
#

轴向上平移
)

个单位长度#

则得到点!

"

#

#

")

"

!

"!-

!

将直线
#

&$#"$%

向上平移
1

个单位长
度#所得直线的表达式为

#

&$#"$%"1

#即
#

&$#""#!

#!-

!

函数
#

&

)

#

!

"$)

"

#的图象开口向上#关于
直线

"&)

对称#图象在对称轴左边部分#函数
值随自变量的增大而减小#

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

图象在对称轴右边

湖
南
教
育
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版
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!"%

!!

部分#函数值随自变量的增大而增大
!

当
"&)

时#函数取最小值#最小值为
,!

!变式训练"

!!+

!

.

#

&%

!

"$)

"

#

")

是抛物线顶点式#

/

抛
物线顶点坐标是!

)

#

)

"

!

"!(

!!

.)&$

)

#

&

,

#

/

抛物线的开口向下%

"

对称轴为直线
"&$#

%

#

可由抛物线
#

&

$

)

#

"

#

"%

向左平移
#

个单位长度得到%

%

."

$

$#

时#

#

随
"

的增大而减小#

/"

$

#

时#

#

随
"

的增大而减小
!

综上所述#结论的正
确是

!%

#共
#

个
!

#!-

!

对于函数
#

&$

!

"")

"

#

"#

#

.)&$)

&

,

#

/

函数图象开口向下#有最高点#顶点是!

$)

#

#

"#对称轴是
"&$)!

$!!

!

在
#

&

!

"")

"

#

$#

中由
)&)

$

,

知抛物线
的开口向上#故

+

错误%其对称轴为直线
"&

$)

#在
#

轴的左侧#故
(

错误%由
#

&

!

""

)

"

#

$#&"

#

"#"$)

知抛物线与
#

轴的交点为
!

,

#

$)

"#在
#

轴的负半轴#故
-

错误
!

!效果检测"

!!!

!

.

#

&#

!

"")

"

#

"%

#

/

该函数有最小值#最
小值是

%!

"!(

!

.

函数
#

&

!

"$)

"

#

$#

的图象开口向上#

对称轴为直线
"&)

#当
"

&

)

时#

#

随
"

的增大
而减小#当

"

$

)

时#

#

随
"

的增大而增大
!

#!!

!

由表达式可知$二次项系数相同#故图象的
形状相同#故!

)

"正确%两图象的顶点分别是!

#

#

$%

"#!

#

#

*

"#故!

#

"不正确%两图象的对称轴为
"&#

#故!

%

"正确%

"&#

时都取最小值#分别是
$%

和
*

#故!

*

"正确
!

$!-

!

根据二次函数表达式及图象确定抛物线的
顶点坐标分别为!

-

#

$

"#!

&

#

.

"#对称轴都是直
线

"&&

!或
"&-

"#即
-

&

,

#

$

$

,

#

&

&

,

#

.

$

,

#

&&-!

因为点!

-

#

$

"在点!

&

#

.

"的下方#所以
$&.

不正确
!

%!+

!

.

所求抛物线的形状与函数
#

&

)

%

"

#的图

象相同且开口方向相反#

/)&$

)

%

!.

抛物线
顶点坐标为!

1

#

)

"#

/

抛物线的表达式为
#

&

$

)

%

!

"$1

"

#

")!

&!(

!

分别将
"&)

#

#

#

$#

代入
#

&%

!

"")

"

#

"%

#

得
#

)

&)1

#

#

#

&%,

#

#

%

&'

#所以
#

%&

#

)&

#

#

%或
者在函数

#

&%

!

"")

"

#

"%

的图象上#离对称轴
越近的点的纵坐标越小#离对称轴越远的点的
纵坐标越大#其对称轴为直线

"&$)

#而
)

#

#

#

$#

离
$)

的距离分别为
#

#

%

#

)

#所以
#

%&

#

)&

#

#

!

!!"

!"#$%&'()*+,

%

-

!前置诊断"

!!!

!

由
"

#

$'"$*&,

#得
"

#

$'""0&)%

#!

"$

%

"

#

&)%!

"!-

!

#"

#

$3""),&#

!

"

#

$*""*

"

$3"),&

#

!

"$#

"

#

"#!

#!-

!

.$)

&

,

#

/

函数的开口向下#图象有最高
点#

.

这个函数的顶点是!

$-

#

$

"#

/

对称轴是
直线

"&$-!

!变式训练"

!!+

!

根据抛物线
#

&)"

#

"%""*

的对称轴是

"&$

%

#)

#可得抛物线
#

&"

#

$#"$)

的对称轴

是直线
"&$

$#

#4)

&)!

"!(

!

将二次函数的一般式化为顶点式后即可直
接看出其顶点坐标

!.

#

&$"

#

$*"$%&

$

!

"

#

"*""*$*"%

"

&$

!

""#

"

#

")

#

/

顶
点坐标为!

$#

#

)

"

!

#!(

!

二次函数
#

&$#"

#

$*""%&$#

!

""

)

"

#

"1

#

.)&$#

&

,

#

/

抛物线开口向下#故选
项

+

说法正确%当
"&,

时#函数值为
%

#即交点
为!

,

#

%

"#故与
#

轴交于
"

轴上方#选项
(

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

说法错
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!"&

!!

误%令
#

&,

#则
$#"

#

$*""%&,

#

&

&

!

$*

"

#

$

*4

!

$#

"

4%&*,

$

,

#抛物线与
"

轴有两个交
点#故选项

!

说法正确%开口向下#对称轴为
"&

$)

#当
"

$

$)

时#

#

随
"

的增大而减小#故选
项

-

说法正确
!

$!(

!

由
#

&"

#

$'""*

知#抛物线开口向上#且对称
轴为直线

"&$

%

#)

&%!.

点!

$)

#

#

)

"#!

#

#

#

#

"#

!

1

#

#

%

"都在二次函数
#

&"

#

$'""*

的图象上#而
三点横坐标离对称轴

"&%

的距离按由远到近依
次为!

$)

#

#

)

"#!

1

#

#

%

"#!

#

#

#

#

"#

/

#

#&

#

%&

#

)

!

!效果检测"

!!-

!

#

&"

#

"*""%&"

#

"*""*$)&

!

""#

"

#

$)!

"!+

!

由
"&,

#得
#

&$%

#

/

图象与
#

轴的交点
坐标是!

,

#

$%

"

!

#!-

!

.

抛物线开口向下#

/)

&

,

%

.

抛物线的对
称轴

"&$

%

#)

在
#

轴的右侧#

/)

#

%

异号#即
%

$

,

%

.

抛物线与
#

轴的交点在
"

轴下方#

/*

&

,

%

.

抛物线与
"

轴有
#

个交点#

/

&

&

%

#

$*)*

$

,!

$!-

!

.)&)

$

,

#

/

二次函数图象开口向上
!

又
.

对称轴是直线
"&$

$#

#4)

&)

#

/

当
"

$

)

时#

函数图象在对称轴的右边#

#

随
"

的增大而
增大

!

!!#

!./01234

"#$%&567

!前置诊断"

!!!

!

由于一次函数
#

&$""%

的图象经过!

)

#

)

"#!

#

#

$*

"#用待定系数法即可求出函数的表
达式

!

把!

)

#

)

"#!

#

#

$*

"代入一次函数
#

&$""

%

#得$"%&)

#

#$"%&$*

'

#

解得$&$1

#

%&'

'

!

"!-

!

记
""#

#

"/&,

!!

#"$

#

$/&)

!"

%"$

#

$/&#

!

(

)

*

#

!

"

"

得$

%""

#

&)

!%

!

"

#

得$

*""

#

&#

!'

'

$

%

得$

"&)

#

将
"&)

代入
%

得$

#

&$#

#

将
"&)

#

#

&$#

代入
!

得$

/&%

#

/

方程组的解为
"&)

#

#

&$#

#

/&%

(

)

*

!

#!+

!

抛物线
#

&)

!

"$-

"

#

"$

的顶点为!

-

#

$

"

!

!变式训练"

!!!

!

因为二次函数
#

&)"

#

"%""*

的图象经过
点
0

!

$)

#

,

"#

1

!

#

#

,

"#

2

!

,

#

$#

"#而点
0

!

$)

#

,

"#

1

!

#

#

,

"都在
"

轴上#所以设此二次函数的
表达式为

#

&)

!

"")

"!

"$#

"#把
2

!

,

#

$#

"代
入上式可求得

)&)

#所以此二次函数的表达式
为
#

&

!

"")

"!

"$#

"

&"

#

$"$#!

"!+

!

因为二次函数
#

&&

!

"$#

"

#

"&

#

$)

的最
小值是

,

#所以
&

$

,

且
&

#

$)&,

#解得
&&)!

#!-

!

因为二次函数
#

&$"

#

"%""*

的图象的
最高点是!

$)

#

$%

"#即此二次函数图象的顶点
坐标为!

$)

#

$%

"#由顶点式可知二次函数图象
的表达式为

#

&$

!

"")

"

#

$%

#即
#

&$"

#

$

#"$*

#所以
%&$#

#

*&$*!

!效果检测"

!!!

!

.

#

&#"

#

$

!

&"%

"

"$&"2

的图象的对称
轴为

#

轴#

/$

$

!

&"%

"

*

&,

#解得
&&$%!

"!+

!

.

二次函数
#

&"

#

$&""&

!

"#& "$

&

"

#

#

"

*

!

&"#

"

$&

#

*

的图象顶点在
"

轴上方

且到
"

轴的距离为
%

#

/

*

!

&"#

"

$&

#

*

&%

#解
得

&&#

#

/

此函数的表达式为
#

&"

#

$#""*!

#!+

!

.

二次函数
#

&)"

#

"%""*

的图象向左平
移
#

个单位长度得到
#

&"

#

$#"")

的图象#反
之#将二次函数

#

&"

#

$#"")

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

的图象向右平移
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!"'

!!

#

个单位长度可以得到二次函数
#

&)"

#

"%""*

的图象#而
#

&"

#

$#"")&

!

"$)

"

#的图象向
右移

#

个单位长度得到
#

&

!

"$)$#

"

#

#

&

!

"$%

"

#

&"

#

$'""0

的图象#

/%&$'

#

*&0!

$!.

二次函数的图象经过点!

)

#

*

"和!

1

#

,

"#且对
称轴为

"&#

#根据二次函数图象的对称性易
得#此二次函数图象与

"

轴的另外一个交点为
!

$)

#

,

"#

/

可设此函数表达式为
#

&)

!

"$

1

"!

"")

"#将!

)

#

*

"代入上式得
*&)

!

)$

1

"!

)")

"#解得
)&$

)

#

!

故此二次函数的表达

式为
#

&$

)

#

!

"$1

"!

"")

"

!

!!$

!"#$%)89"#:;&<=

!前置诊断"

!!-

!

.)&)

#

%&$)

#

*&$#

#

&

&

!

$)

"

#

$*4

)4

!

$#

"

&0

#

/

方程
"

#

$"$#&,

的解为
"&

)5槡0
#

&#

或
$)!

"!+

!

先求出
&

的值#再判断出其符号即可
!

.

&

&

!

$'

"

#

$*4%4#&)#

$

,

#

/

方程有两个不相等的实数根
!

#!!

!

若一元二次方程
)"

#

"%""*&,

的两根为

"

)

#

"

#

#则
"

)

""

#

&$

%

)

#

"

)

(

"

#

&

*

)

!

$!+

!

一次函数图象与
"

轴交点的纵坐标为
,

#横
坐标为函数值为

,

时自变量
"

的值#即方程
#"$'&,

的解
!

!变式训练"

!!-

!

.

函数
#

&"

#

")""%

的图象与
"

轴的交
点坐标是!

$)

#

,

"#!

*

#

,

"#

/

关于
"

的方程
"

#

"

)""%&,

的解是
"&$)

或
"&*!

"!-

!

.)"

#

$#)"")&,

根的判别式
&

&

!

$#)

"

#

$*)&*)

!

)$)

"

$

,

#

/)"

#

$#)"")&

,

有两个解#函数图象与
"

轴有两个交点#

"&

#)5 *)

!

)$)槡 "

#)

$

,!

#!-

!

.

对称轴是经过点!

#

#

,

"且平行于
#

轴的
直线#

/$

%

#

&#

#得
%&$*!

解方程
"

#

$*"&

1

#解得
"

)

&$)

#

"

#

&1!

$!

画出函数
#

&"

#

$#"$#

的图象!如图"#它与
"

轴的公共点的横坐标大约是
$,!2

#

#!2!

所以方程
"

#

$#"$#&,

的实数解为
"

)+

$,!2

#

"

#+

#!2

#

我们还可以通过不断缩小解所在的范围估计一
元二次方程的解

!

!效果检测"

!!.

当方程
)"

#

"%""*&,

!

)

#

,

"的判别式
&

&

%

#

$*)*

'

,

时#方程
)"

#

"%""*&,

有解#

/

二
次函数

#

&)"

#

"%""*

的图象与
"

轴有交点
时#

%

#

$*)*

'

,!

"!(

!

由图可知#抛物线
#

&)"

#

"%""*

与
"

轴
有两个不同的公共点#且两个公共点的横坐标
,

&

"

)&

)

#

#

&

"

#&

%!.

抛物线
#

&)"

#

"%""*

与
"

轴的公共点的横坐标即为方程
)"

#

"%""

*&,

的解#

/

方程
)"

#

"%""*&,

有两个实数
解#且一个解小于

)

#一个解大于
#!

#!(

!

一次函数
#

&#"")

与二次函数
#

&"

#

$

*""%

的图象交点的横纵坐标即为方程组
#

&#"")

#

#

&"

#

$*"

'

"%

的解#化简得
"

#

$'""#&,

#

&

&#3

$

,

#此方程有两个不相等的解#因此一
次函数

#

&#"")

的图象与二次函数
#

&"

#

$

*""%

的图象有两个不同的公共点
!

$!!

!

方程
)"

#

"%""*$%&,

可化为
)"

#

"%""

*&%

#因此
)"

#

"%""*&%

的解就是抛物线
#

&

)"

#

"%""*

与直线
#

&%

的公共点的横坐标

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

!
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!""

!!

由图可知抛物线
#

&)"

#

"%""*

与直线
#

&%

有且只有一个公共点#所以
)"

#

"%""*$%&,

有两个相等的实数解
!

%!!

!

解方程
$"

#

"*"$%&,

#得
"&)

或
"&%

#

所以
0

#

1

点的坐标为!

)

#

,

"#!

%

#

,

"

!

当
"&,

时#函数值
#

&$%

#所以点
2

的坐标为!

,

#

$%

"

!

所以
,

012

的面积为)

#

4

!

%$)

"

4%&%!

&!

图象如图所示
!

!

)

"

"

)+

*!'1

#

"

#+

$,!'1

#

/

抛物线与
"

轴交点坐标为!

*!'1

#

,

"#!

$,!'1

#

,

"

!

!

#

"

"

)+

*!'1

#

"

#+

$,!'1!

!

%

"不等式
"

#

$*"$%

$

,

的解集为
"

&

$,!'1

或
"

$

*!'1

%不等式
"

#

$*"$%

&

,

的解集为
$

,!'1

&

"

&

*!'1!

!!%

!"#$%&>?

!前置诊断"

!!(

!

.

#

&$"

#

$*"$%&$

!

"

#

"*""*$*"

%

"

&$

!

""#

"

#

")

#

/

函数
#

&$"

#

$*"$%

的最大值是
)!

!除了用配方法外还可用公
式法"

"!(

!

.

)帅*位于点!

$)

#

$#

"#)马*位于点!

#

#

$#

"#据此可建立如图所示的平面直角坐标系#

/

)炮*位于点!

,

#

,

"

!

#!-

!

.

四边形
0123

是长方形#

/01&23&

%

#

03&12&*

#

/

点
2

!

的坐标为
$

%

#

"%

#

"

$)"*

#即
2

%

#

#

! "

% !

!变式训练"

!!-

!

.

#

&$

#1

'

"

#

"

),

%

"&$

#1

'

"$

#

! "

1

#

"

#

%

#

/

抛物线的顶点坐标是#

1

#

#

! "

%

#

/

运动

员在空中运动的最大高度离水面
),"

#

%

&

%#

%

!

6

"

!

"!!

!

根据题意可得点
1

的纵坐标为
$*

#把
#

&

$*

代入
#

&$

)

#1

"

#

#得
"&5),

#

/0

!

$),

#

$*

"#

1

!

),

#

$*

"#

/01&#,6!

#!!

!

设
12&"6

#则
01&

!

)'$"

"

6

#矩形
0123

的面积为
#

6

#

#根据题意得#

#

&

!

)'$

"

"

"&$"

#

")'"&$

!

"$3

"

#

"'*

#当
"&36

时#

#

678

&'

#则所围成的矩形
0123

的最大面
积是

'*6

#

!

$!-

!

设在甲地销售
"

辆#则在乙地销售!

)1$"

"

辆#根据题意得#

4&

#

)

"

#

#

&$"

#

"),""

#

!

)1$"

"

&$"

#

"3""%,

#

/

最大利润为
*)*$%

#

*)

&

*4

!

$)

"

4%,$3

#

*4

!

$)

"

&*'

!万元"

!

%!#*

!

#

&',+$)!1+

#

&$)!1

!

+$#,

"

#

"',,

#当
#

取得最大值时#飞机停下来#故飞机着陆后滑行
',,6

才能停下来
!

因此滑行时间
+

的取值范
围是

,

-

+

-

#,!

当
+&)'

时#

#

&12'

#所以最后
*9

滑行的距离是
',,$12'&#*

!

6

"

!

!效果检测"

!!!

!

.

总利润
&

每千克利润
4

销量#

/

#

与
"

的
函数关系式为

#

&

!

"$*,

"+

1,,$),

!

"$1,

",

!

"!!

!

由图可知抛物线的顶点在原点#对称轴为
#

轴#

/

设抛物线的表达式为
#

&)"

#

#把
1

!

1

#

$*

"代入表达式#得
$*&)41

#

#

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

解得

湖
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教
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!"(

!!

)&$

*

#1

#所以抛物线的函数关系式为
#

&

$

*

#1

"

#

!

#!(

!

-&$

1

#

+

#

"#,+")&$

1

#

!

+$*

"

#

"*)

#

/

当

+&*9

时#礼炮到达最高点爆炸
!

$!-

!

由
15&"

!

,

-

"

&

1

"得#

05&1$"

#

06&1"

"

#

/

矩形的面积
#

&05

(

06&

!

1$"

"(!

1"

"

"

&#1$"

#

!

%!(

!

由题意可知
, )

#

*,

! "

%

#

0

!

,

#

),

"#设抛物线

的表达式为
#

&)

!

"$)

"

#

"

*,

%

#所以有
),&

)"

*,

%

#解得
)&$

),

%

!/

抛物线的表达式为

#

&$

),

%

!

"$)

"

#

"

*,

%

!

当
#

&,

时#

,&

$

),

%

!

"$)

"

#

"

*,

%

#解得
"

)

&$)

#

"

#

&%!

所以

71&%6!

&!

!

)

"根据题意#

#

&#,,,,"

"

),,

4),,,,&

),,""#,,,,!

!

#

"根据题意#

8&

!

##,,$)#,,$"

"!

),,""

#,,,,

"

&),,

!

$"

#

"3,,"$#,,,,,

"

&

$),,

!

"$*,,

"

#

"%',,,,,,

#

所以当降价
*,,

元#即定价为
##,,$*,,&

)3,,

!元"时#所获利润最大
!

!

#

"根据题意#每天最多接受
1,,,,4

!

)$

,!,1

"

&*21,,

!台"#由
*21,,&),,""#,,,,

#

解得
"&#21!

所以按最大量接受预订时#每台
定价

##,,$#21&)0#1

!元"

!

@A6BCD

一!选择题
!!(

!

#

&$*""1

为一次函数%

#

&"

!

#"$%

"

&

#"

#

$%"

为二次函数%

#

&

!

""*

"

#

$"

#

&3""

)'

为一次函数%

#

&

)

"

#

不是二次函数
!

"!-

!

.

#

&#"

#

"*"$)&#

!

"")

"

#

$%

#

/

当
"&,

时#

#

&$)

#故选项
+

错误%函数图象的对称轴是

直线
"&$)

#故选项
(

错误%当
"

&

$)

时#

#

随
"

的增大而减小#故选项
!

错误%当
"&$)

时#

#

取
得最小值

$%

#故选项
-

正确
!

#!+

!

由图象可得#当
"&)

时#函数最大值
#

#当
"&*

时#函数最小值
$#!1!

$!-

!

#

&"

#

$*"$*&"

#

$*""*$3&

!

"$#

"

#

$3!

%!-

!

当
+&0

时#

-&)%'

#当
+&)%

时#

-&)**

#所
以点火后

09

和点火后
)%9

的升空高度不相
同#选项

+

错误%当
+&#*

时
-&)

#

,

#所以点
火后

#*9

火箭离地面的高度为
)6

#选项
(

错
误%当

+&),

时
-&)*)

#选项
!

错误%由
-&

$+

#

"#*+")&$

!

+$)#

"

#

")*1

知火箭升空的
最大高度为

)*16

#选项
-

正确
!

&!!

!

.

抛物线
#

&"

#

$%""0

的顶点在
"

轴的
负半轴上#

/

顶点的横坐标小于
,

#纵坐标为
,

#

即
"&$

$%

#4)

&

,

#

#

&

*)*$%

#

*)

&

%'$%

#

*

&,

#解
得
%&$'!

'!!

!

.

#

&%

!

"$#

"

#

$1

#

/

当
"&,

时#

#

&2

#即
二次函数

#

&%

!

"$#

"

#

$1

的图象与
#

轴的交
点坐标为!

,

#

2

"

!

(!+

!

抛物线
#

&"

#的顶点坐标为!

,

#

,

"#抛物线
#

&

!

""%

"

#的顶点坐标为!

$%

#

,

"#

.

点!

,

#

,

"

向左平移
%

个单位长度可得到!

$%

#

,

"#

/

将抛
物线

#

&"

#向左平移
%

个单位长度得到抛物线
#

&

!

""%

"

#

!

)!-

!

由函数表达式可知#

)&)

$

,

#抛物线
#

&

!

"$)

"

#

"%

有最小值#且当
"&)

时
#

6:;

&%!

!*!-

!

由图象知抛物线的对称轴为直线
"&$)

#

过点!

$%

#

,

"和!

,

#

%

"

!

设抛物线的表达式为
#

&)

!

"")

"

#

"$

#将!

$%

#

,

"和!

,

#

%

"代入#得
*)"$&,

#

)"$&%

'

#

解得)&$)

#

$&*

'

#

则抛物线表达式为

#

&$

!

"")

"

#

"*&$"

#

$#""%!

!!!(

!

令
#

&,

#则
"

#

$#"")&,

#其中
&

&%

#

$

*)*&

!

$#

"

#

$*4)4)&*$*&,

#所以二次
函数图象与

"

轴有
)

个交点
!

!"!-

!

设利润为
8

元#涨价
"

元#由题意得#

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

每天

湖
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!")

!!

的利润
8&

!

#""

"!

#,$#"

"

&$#"

#

")'""

*,&$#

!

"$*

"

#

"2#

#所以当涨价
*

元!即售
价为

)*

元"时#每天利润最大#最大利润为
2#

元
!

!#!(

!

.

#

&"

#

$*""&&

!

"$#

"

#

$*"&

#

/

该
函数在

"

&

#

时#

#

随
"

的增大而减小#当
"

$

#

时#

#

随
"

的增大而增大
!.0

!

$*

#

#

)

"#

1

!

$%

#

#

#

"#

2

!

)

#

#

%

"为二次函数
#

&"

#

$

*""&

的图象上的三点#

$*

&

$%

&

)

&

#

#

/

#

)$

#

#$

#

%

#即
#

%&

#

#&

#

)

!

!$!!

!

由表格中的数据看出
$,!,)

和
,!,#

更接
近于

,

#故一个解的范围为
'!)3

&

"

&

'!)0!

!%!!

!

二次函数
#

&

!

"$&

"

#

$)

图象的对称轴
为直线

"&&!.

当
"

-

)

时#

#

随
"

的增大而
减小#

/&

'

)!

!&!(

!

对于二次函数
#

&)"

#

"*"$)

#当
"&$)

时#

#

&)$1

#

)$1

不一定等于
,

#故选项
+

错
误%图象对称轴是直线

"&$

*

#)

&$

#

)

#故选

项
(

正确%当
"&

)

*

时#

#

&

)

)'

)

#故选项
!

错
误%当

)

$

,

时#在对称轴的左侧
#

随
"

的增大
而减小#当

)

&

,

时#在对称轴的左侧
#

随
"

的
增大而增大#故选项

-

错误
!

二!填空题
!'!#

!

由题意得
&

#

$#&#

#且
&"#

#

,

#解得
&&#!

!(!

!

)

#

$#

"

!

.

#

&"

#

$#"$)&

!

"$)

"

#

$#

#

/

抛物线的顶点坐标为!

)

#

$#

"

!

!)!$)

-

"

-

#

!

根据图象可得出#当
#

)'

#

#

时#

"

的取值范围是
$)

-

"

-

#!

"*!

#

&"

#

"#"

!

.

将抛物线
#

&"

#

"#"$)

向上平
移#使它经过点

0

!

)

#

%

"#

/

平移后的解析式为
#

&"

#

"#"$)"-

#则
%&)"#$)"-

#解得
-&

)

#故所得新抛物线的表达式是
#

&"

#

"#"!

"!!

#

&),

!

"")

"

#

""!)

!

1

!

.

#

&"

#

$#""'&

!

"$)

"

#

"1

#

/

当
"&

)

时#二次函数
#

&"

#

$#""'

取最小值
1!

三!解答题
"#!

!

)

"由题意得#每天的销售量为
#,,$),4

!

1#$1,

"

&#,,$#,&)3,

!件"

!

!

#

"由题意得$

#

&

!

"$*,

"+

#,,$),

!

"$1,

",

&

$),"

#

")),,"$#3,,,&$),

!

"$11

"

#

"

##1,

#

/

每件销售价为
11

元时#获得的利润
最大%最大利润为

##1,

元
!

"$!

!

)

"把!

)

#

,

"#

,

#

! "

%

#

代入抛物线表达式得#

$

)

#

"%"*&,

#

*&

%

#

(

)

*

#

解得
%&$)

#

*&

%

#

(

)

*

#

则抛物线表

达式为
#

&$

)

#

"

#

$""

%

#

!

!

#

"抛物线表达式为
#

&$

)

#

"

#

$""

%

#

&

$

)

#

!

"")

"

#

"#

#其顶点为!

$)

#

#

"

!

平移后要
落在原点#需将抛物线向右平移

)

个单位长度#向
下平移

#

个单位长度#表达式变为
#

&$

)

#

"

#

!

"%!

!

)

"

.

抛物线
#

)

&)"

#

"#)"")

与
"

轴有且仅
有一个公共点

0

#

/

判别式
&

&*)

#

$*)&,

#

而
)

#

,

#

/)&)!

!

#

"抛物线的表达式为
#

)

&"

#

"#"")&

!

""

)

"

#

#

/0

!

$)

#

,

"

!

把
0

!

$)

#

,

"代入
#

#

&$""

%

得
$$"%&,

#得
%&$

#

/

一次函数表达式为
#

#

&$""$

#

/

当
"&,

时#

#

#

&$

#则
2

!

,

#

$

"

!

.

点
2

是线段
01

的中点#

/1

!

)

#

#$

"

!

把
1

!

)

#

#$

"代入
#

&"

#

"#"")

得
#$&)"#")

#

解得
$&#

#

/

直线
01

的表达式为
#

&#""#!

!

%

"

#

)'

#

#

时#

"

-

$)

或
"

'

)!

"&!

!

)

"

.

抛物线
#

&)"

#

"

%

#

""*

的对称轴是直

线
"&%

#

/$

%

#

#)

&%

#解得
)&$

)

*

#

/

抛物线

的表达式为
#

&$

)

*

"

#

"

%

#

""*!

当
#

&,

时#

$

)

*

"

#

"

%

#

""*&,

#解得
"

)

&$#

#

"

#

&3

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

#
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!(*

!!

/

点
0

的坐标为!

$#

#

,

"#点
1

的坐标为!

3

#

,

"

!

!

#

"当
"&,

时#

#

&$

)

*

"

#

"

%

#

""*&*

#

/

点

2

的坐标为!

,

#

*

"

!

设直线
12

的表达式为
#

&

$""%

!

$

#

,

"#将
1

!

3

#

,

"&

2

!

,

#

*

"代入
#

&

$""%

得3$"%&,

#

%&*

'

#

解得$&$

)

#

#

%&*

(

)

*

#

/

直线

12

的表达式为
#

&$

)

#

""*!

设点
9

!

的坐标为
"

#

$

)

*

"

#

"

%

#

"

"

"*

#过点

9

作
93

.

#

轴#交直线
12

于点
3

#如图所
示#则点

3

的坐标为
"

#

$

)

#

"

! "

"*

#

/93&$

)

*

"

#

"

%

#

""*$ $

)

#

"

! "

"* &

$

)

*

"

#

"#"

#

/'

,

912

&

)

#

93

(

71&

)

#

!

434 $

)

*

"

#

"

#

"

" &$"

#

"3"&$

!

"$*

"

#

")'!

.

函数
#

&$

!

"$*

"

#

")'

的图象开口向下#

/

当
"&*

时#

,

912

的面积最大#最大面积
是

)'!

.,

&

"

&

3

#故存在点
9

#使
,

912

的面积最
大#最大面积是

)'!

第
"

章
!

圆

"!!

!E&FG*

!前置诊断"

!!(

!

圆的半径是指圆心到圆上任意一点的线

段#只有线段
71

符合
!

"!-

!

直径是指通过圆心并且两端都在圆上的线
段#只有线段

13

符合
!

#!-

!

直径是
1<6

的圆半径是
#!1<6

#它比半径
是
%<6

的圆要小
!

$!+

!

+

是轴对称图形#也是中心对称图形%

(

是
轴对称图形#不是中心对称图形%

!

不是轴对称
图形#也不是中心对称图形%

-

不是轴对称图
形#是中心对称图形

!

!变式训练"

!!(

!

一枚半径为
(

的硬币沿着直线滚动一圈#圆
心经过的距离就是圆的周长#所以是

#

$

(!

"!

!

)

"如图
)

#点
9

和点
:

为所求%

!

#

"如图
#

#阴影部分为所求!不含边界"%

!

%

"如图
%

#阴影部分为所求!不含边界"

!

图
)

图
#

图
%

!效果检测"

!!+

!

+

错误#建筑工人砌墙时拉的参照线运用
了)两点确定一条直线*的原理%

(

正确#修理损
坏的椅子腿时斜钉的木是运用了)三角形稳定
性*的原理%

!

正确#测量跳远成绩的依据是垂
线段最短%

-

正确#将车轮设计为圆形运用了
)圆的旋转对称性*的原理

!

"!!

!

.01&#<6

#

/

圆的直径是
*<6!

#!

不变
!

.

四边形
9071

是扇形
7,;

的内接
矩形#

/01&79&

半径#当
9

点在-
,;

上移动
时#半径一定#所以

01

的长度不变
!

$!%,=

!

如图#连接
72

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

!

湖
南
教
育
出
版
社



!(!

!!

.72&71

#

/

/

721&

/

712&1,=

#

/

/

172&)3,=$1,=4#&3,=

#

/

/

072&3,="*,=&)#,=!

.72&70

#

/

/

702&

/

720&%,=!

%!

连接
72

#

25&07

#而
70&72

#

/72&52

#

/

/

5&

/

072

#

/

/

723&

/

5"

/

072&#

/

5!

.72&73

#

/

/

3&

/

723&#

/

5!

.

/

173&

/

5"

/

3

#

/

/

5"#

/

5&21=

#

/

/

5&#1=!

"!"

!EHIJEKI,

!

-

!前置诊断"

!!!

!/

071&

#

0

4%',=&3,=!

"!(

!

.

/

021&0,=

#

/

1&*,=

#

/

/

0&0,=$

/

1&1,=!.20&23

#

/

/

0&

/

230&1,=

#

/

/

023&)3,=$#

/

0&3,=!

#!+

!

2

#

3

为半圆上的三等分点#可得-
03&

-

32&

-

12

#所以
/

073&

/

372&

/

172&',=

#所以
,

073

&

,

273

&

,

172

都是等边三角形#因而
03&23&72!

根据对称性质#

,

073

沿
73

翻折与
,

273

重合
!

!变式训练"

!!!

!

弦将
0

7

分成
*>1

两条弧#则弦所对的圆
心角为*

0

4%',=&)',=!

"!0,=

!

.70&71&%

#

01&%槡##

/70

#

"

71

#

&01

#

#

/

根据勾股定理的逆定理#

,

017

是直角三角形#且
/

071&0,=!

#!02

与
13

相等
!

理由如下$

连接
72

#

73

#如图
!

.70&71

#

05&16

#

/75&76!

.25

1

01

#

36

1

01

#

/

/

752&

/

763&0,=!

在
?@

,

752

和
?@

,

763

中#

75&76

#

72&73

'

#

/?@

,

752

2

?@

,

763

!

AB

"#

/

/

275&

/

376

#

/02&13!

!效果检测"

!!',=

!

如图#

.01&70&71

#

/

,

071

为等边三角形#

/

/

071&',=!

"!02&13

!

.

-

01&

-

23

#

/

-

01$

-

12&

-

23$

-

12

#

/

-

02&

-

13

#

/02&13!

#!!

!

.

-

12&

-

23&

-

35

#

/

273&%1=

#

/

/

172&

/

573&

/

273&%1=

#

/

/

075&)3,=$%1=4%&21=!

$!+

!

如图#作直径
26

#连接
16

#则
/

612&0,=!

.

/

102"

/

503&)3,=

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

#

湖
南
教
育
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版
社



!(#

!!

/

102"

/

106&)3,=

#

/

/

305&

/

106

#

/35&16&'

#

/12& 26

#

$16槡 #

&3!

%!+

!

.

点
2

#

3

是弧
01

的三等分点#

/

-

02&

-

23&

-

31

#

/02&23&31

#选项
(

说法正确
!

.

/

071&0,=

#

70&71

#

/

/

701&

/

710&*1=!

.

点
2

&

3

是弧
01

的三等分点#

/

/

072&

/

273&

/

173&%,=

#

/

/

756&

/

075"

/

705&%,="*1=&21=!

同理
/

765&21=

#

/75&76!

.72&73

#

/52&63

#选项
!

说法正确
!

.

/

361&

/

765&21=

#

/

选项
-

说法正确
!

连接
02

#

13!

.

/

072&%,=

#

70&72

#

/

/

720&

/

702&21=!

同理
/

731&

/

713&21=

#

/

/

052&

/

025

#

/

361&

/

136

#

/05&02

#

16&13!

.56

&

23

#

02&23&31

#

/05&61

$

56

即选项
+

说法错误
!

&!

分析$连接
72

#先根据-
02&

-

21

得出
/

072&

/

172

#再由已知条件根据
++C

定理得出
,

273

2,

275

#由此可得出结论
!

证明$连接
72

#

.

-

02&

-

21

#

/

/

072&

/

172!

.23

1

70

于
3

#

25

1

71

于
5

#

/

/

237&

/

257&0,=!

在
,

273

与
,

275

中#

.

/

372&

/

572

#

/

237&

/

257&0,=

#

27&27

(

)

*

#

/

,

273

2,

275

!

++C

"#

/73&75!

.07&17

#

/03&15!

"!"

!EHIJEKI,

"

-

!前置诊断"

!!!

!

因为
/

172

的顶点在圆心#两边与圆相交#

所以它是
0

7

的一个圆心角
!

"!-

!

.

-

02&

-

13

#

/02&13

#

/

072&

/

173

#即
!"

正确%

.

/

072&

/

173

#

/

/

073&

/

172

#

/03&12

#即
%

正确
!

#!!

!

.

/

075&',=

#

/

/

175&)#,=!

又
.2

#

3

是-
15

的三等分点#

/

/

573&

/

372&

/

271&*,=

#

/

/

275&3,=!

!变式训练"

!!#1=

!

由
/

013&'1=

#可知
/

073&#

/

013&

)%,=

#从而求得
/

072&1,=!

又
/

012&

)

#

/

072

#所以
/

012&#1=!

"!

分析$要证明
,

023

是等边三角形#有三条路
可走

!

一是证明三条边相等#即可将问题转化为
证明

02

#

23

#

30

所对的圆周角或所对的弧相
等%二是证明

,

023

的两个内角等于
',=

%三是
先证明

,

023

是等腰三角形#再证明其中有一
个内角等于

',=!

注意到
13

是
/

012

的平分
线#可知

23&03

#即
,

023

是等腰三角形#只
要再证明有一个内角等于

',=

即可
!

证明$

.13

是
/

012

的平分线#

/

012&)#,=

#

/

/

312&

/

013&',=

#

/

/

302&

/

312&',=

#

/

023&

/

013&',=

#

/

,

023

是等边三角形
!

!效果检测"

!!-

!/

052

的顶点不在圆上#不是圆周角#

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

选项

湖
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!($

!!

+

不正确%圆周角
/

201

所对的弦是
12

#选项
(

不正确%

/

+-(

的顶点不在圆上#不是圆周
角#选项

!

不正确
!

"!-

!,

023

与
,

123

中#只能找到
/

302&

/

312

一个条件#再也找不到两个角相等#所
以这两个三角不相似

!

#!#,=

!

.

/

072&*,=

#

/

/

012&#,=!

又
.07

.

12

#

/

/

701&

/

012&#,=!

$!#3=

!

.

/

017&#3=

#

/

/

702&'#=!

连接
72

#

.07&27

#

/

/

072&)3,=$#

/

702&

1'=

#

/

/

032&

)

#

/

072&#3=!

%!

分析$要证两个三角形相似#只要证有两组对应
角相等即可

!

注意到
,

013

与
,

051

有一个
公共角

/

105

#只要找到另外一组相等的角
即可

!

证明$

.01&02

#

/

/

013&

/

2!

又
.

-

01&

-

01

#

/

/

5&

/

2

#

/

/

013&

/

5!

又
.

/

103&

/

501

#

/

,

013

3,

051!

&!

分析$!

)

"连接
73

#注意到
/

273

与
/

293

分
别是同一条弧

23

所对的圆心角与圆周角#所
以只要证

/

271&

/

173

即可%!

#

"在图中劣
弧-
23

上画出点
9<

#同理可知
/

29<3

与
/

271

互补
!

证明$!

)

"连接
73

#设
01

与
23

交于点
5!

.01

1

23

#

/

/

752&

/

753&0,=!

在
?@

,

752

和
?@

,

753

中#

75&75

#

75&73

'

#

/?@

,

752

2

?@

,

753

!

AB

"#

/

/

271&

/

371&

)

#

/

273!

又
.

/

293&

)

#

/

273

#

/

/

293&

/

271!

!

#

"如图#

/

29<3"

/

271&)3,=!

理由如下$

.

/

293"

/

29<3&)3,=

#

/

293&

/

271

#

/

/

29<3"

/

271&)3,=!

"!"

!EHIJEKI,

#

-

!前置诊断"

!!-

!

因为
01

是
0

7

的直径#所以
0

#

7

#

1

三点在
一条直线上

!

所以
/

172&)3,=$

/

072&)%1=!

"!!

!

.

圆心角
/

172

和圆周角
/

102

所对的
弧为-

12

#

/

/

102 &

)

#

/

172 &

)

#

4

23=&%0=!

#!(

!

.

/

0"

/

1&

/

)

#

/

/

1&

/

)$

/

0&

'3=$*,=&#3=

#

/

/

3&

/

1&#3=!

!变式训练"

!!(

!

如图#连接
13!

.01

是圆
7

的直径#

/

/

031&0,=

#

/

/

031&

/

531!

.03&32

#

/

-

03&

-

23

#

/

/

013&

/

213!

在
,

013

和
,

531

中#

/

5&0,=$

/

513

#

/

0&0,=$

/

013

#

/

/

0&

/

5&1,=!

"!

*

1

!

如图#作直径
03

#连接
13!

.03

为直径#

/

/

013&0,=!

在
?@

,

013

中#

.03&),

#

01&'

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

#

湖
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!(%

!!

/13& ),

#

$'槡 #

&3

#

/<D93&

13

03

&

3

),

&

*

1

!

.

/

2&

/

3

#

/<D92&

*

1

!

#!

证明$

.

/

302

与
/

312

是同弧所对的圆周
角#

/

/

302&

/

312!.03

平分
/

205

#

/

/

503&

/

302

#

/

/

503&

/

312!

.

四边形
0123

内接于
0

7

#

/

/

301"

/

321&)3,=!

又
.

/

503"

/

301&)3,=

#则
/

503&

/

123

#

/

/

312&

/

321

#

/31&32!

!效果检测"

!!!

!

因为圆内接四边形的对角互补#即该圆的
内接平行四边形对角和为

)3,=

#而平行四边形
的对角是相等的#所以该平行四边形为矩形

!

"!-

!

.01

是
0

7

的直径#

/

/

021&0,=!

又
.

/

712&',=

#

/

/

102&0,=$

/

012&%,=!

#!)#,=

!

.

四边形
0123

为
0

7

的内接四边形#

/

/

0&)3,=$

/

123&',=

#由圆周角定理得#

/

173&#

/

0&)#,=!

$!#,=

!

如图#连接
13!.01

是
0

7

的直径#

/

/

031&0,=!.

/

103&2,=

#

/

/

1&0,=$

/

103&#,=

#

/

/

023&

/

1&#,=!

%!.0

#

1

#

2

#

3

四点共圆#

/

/

0&

/

125!

.12&15

#

/

/

125&

/

5

#

/

/

0&

/

5

#

,

035

是等腰三角形
!

!

图
)

&!

!

)

"如图
)

#连接
05

#

32!

.

/

520&0,=

#且
5

#

2

#

0

三点
都在

0

7

上#

/05

是
0

7

的
直径

!

.52&02

#

/

/

250&*1=!

.3

是斜边
01

的中点#

/13&32

#

/

/

1&

/

123!

.

/

032&

/

052&

/

1"

/

123&*1=

#

/

/

1&*1=E#&##!1=!

!

图
#

!

#

"如图
#

#连接
35

#

05!

由!

)

"得$

05

是
0

7

的直径#

/

/

035&0,=!

.

/

513&

/

012

#

/

135&

/

120&0,=

#

/

,

135

3,

120

#

/

35

02

&

13

12

!

.3

是斜边
01

的中点#

/13&03!

由勾股定理得#

01& '

#

"3槡 #

&),

#

/13&

03&

)

#

01&1

#

/

35

'

&

1

3

#

/35&

)1

*

#

/05& 03

#

"35槡 #

& 1

#

"

)1

! "

*槡 #

&

#1

*

#

/75&

)

#

05&

#1

3

#即
0

7

的半径为#1
3

!

"!#

!LM4N

!前置诊断"

!!!

!

.

/

0&1,=

#

70&71

#

/

/

710&

/

701&

1,=

#

/

/

071&)3,=$1,=$1,=&3,=!.

点
2

是弧

01

的中点#

/

/

172&

)

#

/

071&*,=!

"!-

!

.01&23

#

/

/

071&

/

273

#故
+

说法
正确%

/

/

071"

/

172&

/

273"

/

172

#

/

/

072&

/

173

#故
(

说法正确%

.01&

23

#

/

-

01&

-

23

#

/

-

01"

-

12&

-

12"

-

23

#即
-

02&

-

13

#故
!

说法正确%

.

,

723

不一定是
等边三角形#

/72

不一定等于
23

#故
-

说法
错误

!

#!+

!

.01&02

#

3

为
12

中点#

/03

1

12!

.12&)'

#

3

为
12

中点#

/13&23&3!

在
?@

,

023

中#由勾股定理得$

03 &

02

#

$23槡 #

& ),

#

$3槡 #

&'

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

!
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!(&

!!

!变式训练"

!!!

!

如图#连接
70!

.

弦
01&3

#

,

是
01

的中点#

/7,

1

01

#

0,&

)

#

01&

)

#

43&*!

在
?@

,

70,

中#

70& 7,

#

"0,槡 #

& %

#

"*槡 #

&1

#

/

0

7

的
直径

&#70&),!

"!%<6

!

过点
7

作
76

1

35

#垂足为
6

#连接
75

#

则
76

平分
35

#

/56&

)

#

35&*<6

#

75&

72&1<6

#

/76& 75

#

$56槡 #

& 1

#

$*槡 #

&

%<6!

#!

如图#连接
70!.23

是
0

7

的直径#

/70&

73&%<6!

又
.7,>73&%>1

#

/7,&

%

1

4%&

0

1

!

<6

"

!

在
?@

,

07,

中#由勾股定理

得#

0, & 70

#

$7,槡 #

& %

#

$

0

! "

1槡 #

&

)#

1

!

<6

"

!/01&#0,&

#*

1

<6!

!效果检测"

!!-

!

在垂径定理及其推论中#需要满足五个条
件中的两个才能推出其他三个成立#

+

只有垂
直弦的条件#

-

满足既垂直又平分两个条件#

(

和
!

选项尽管满足了平分弦和直径这两个条
件#但平分的弦不能是直径

F

"!-

!

如图#连接
71

#

.72

1

01

于点
3

#

01&3

#

/13&

)

#

01&*!

设
71&(

#则
73&($#

#在
?@

,

173

中#

71

#

&73

#

"13

#

#即
(

#

&

!

($#

"

#

"*

#

#解得
(&1

#

/

0

7

的直径
&#(&),!

#!11

!

.01

是
0

7

的直径#

/70&72!

.

/

0&%1=

#

/

/

027&

/

0&%1=!

.3

为
02

的中点#

/73

1

02

#

/

/

372&0,=$

/

327&0,=$%1=&11=!

$!),,槡%!

如图#过点
7

作
72

1

01

于
2!

/02&12&

)

#

01!

又由
70&71

#

/

071&)#,=

#得
/

0&

/

1&%,=!

/

在
?@

,

072

中#

72&

)

#

70&),<6

#

02& 70

#

$72槡 #

& #,

#

$),槡 #

&),槡%!

<6

"#

/01&#02&#,槡%<6

#

/

,

071

的面积
&

)

#

01

(

72&

)

#

4#,槡%4),&),,槡%!

<6

#

"

!

%!

!

)

"如图#作半径
73

1

01

于
2

#连接
71

#由垂
径定理得#

12&

)

#

01&,!%6

#

在
?@

,

712

中#

72& 71

#

$12槡 #

&,!*

!

6

"#

23&,!1$,!*&,!)

!

6

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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!('

!!

即此时的水深为
,!)6

%

!

#

"当水位上升到圆心以下时#水面宽
,!36

#

则
72<& ,!1

#

$,!*槡 #

&,!%

!

6

"#

水面上升的高度为
,!*$,!%&,!)6

%

当水位上升到圆心以上时#水面上升的高度为$

,!*",!%&,!26

#

综上可得#水面上升的高度为
,!)6

或
,!26!

&!

!

)

"连接
7,

#

.

点
,

是-

01

的中点#

/7,

1

01!

过点
7

作
73

1

,;

于点
3

#由垂径定理#

得
,3&

)

#

,; 槡&# %<6!

在
?@

,

73,

中#

7,&*<6

#

,3 槡&# %<6

#

/73& 7,

#

$,3槡 #

&#<6

#

故圆心
7

到弦
,;

的距离为
#<6!

!

#

"

<D9

/

7,3&

,3

7,

&

槡%
#

!/

/

7,3&%,=!

又
.01

1

7,

#

/

/

02,&0,=$

/

7,3&',=!

"!$

!O./012PE

!前置诊断"

!!!

!

由作图知#

12

的垂直平分线为
,;

#

/31&

32

#

15&25

#

/3,

平分
/

132!

故错误的是
15&13!

"!!

!

.02&03

#

/

点
0

在线段
23

的垂直平分
线上

!.12&13

#

/

点
1

在线段
23

的垂直平
分线上#

/01

是
23

的垂直平分线
!

#!(

!

.

线段垂直平分线上的点到两端点的距离
相等#

/

到三角形三个顶点的距离相等的点是
三角形三边垂直平分线的交点

!

!变式训练"

!!(

!

过两点可以作无数个圆#

!

正确%经过不在
同一直线上的三点可以作圆#

"

错误%任意一个
三角形都有一个外接圆#而且只有一个外接圆#

#

正确%任意一个圆有无数个内接三角形#

%

错
误

!

正确的命题有
#

个
!

"!槡1!

如图所示#点
7

为
,

012

的外心#则
07

为外接圆半径#利用勾股定理可计算得出$能够
完全覆盖这个三角形的最小圆面的半径是槡1!

#!

如图#取
12

的中点
6

#连接
36

#

56!

.13

#

25

是
,

012

的高#

/

,

123

和
,

125

都是直角三角形
!/36

#

56

分别为
?@

,

123

和
?@

,

125

斜边上的中线#

/36&56&16&

26!/5

#

1

#

2

#

3

四点在以点
6

为圆心#

)

#

12

为半径的圆上
!

!效果检测"

!!!

!

平行四边形&菱形的对角不一定互补#四个
顶点不一定能够共圆%矩形&正方形的对角互
补#四顶点一定共圆

!

"!-

!

.'

#

"3

#

&),

#

#

/

,

012

为直角三角形#斜边长为
),

#

/

,

012

的外接圆的直径为
),

#

/

此三角形外接圆的半径为
1!

#!槡%=!

如图所示#

71&70&=!.

,

012

是正
三角形#正三角形的中心就是外心#且正三角形
三线合一#所以

17

是
/

012

的平分线#故

/

713&',=4

)

#

&%,=

#

13&=<D9%,=&

槡%
#

=!

根据垂径定理#

12&#4

槡%
#

=&槡%=!

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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!("

!!

$!

!

#

#

,

"

!

根据垂径定理的推论)弦的垂直平分线
必过圆心*#可以作弦

01

和
12

的垂直平分
线#交点即为圆心

!

如图所示#圆心是!

#

#

,

"

!

%!

!

)

"

.03

为直径#

03

1

12

#

/

由垂径定理得
-

13&

-

23

#

/

根据圆心角&弧&弦之间的关系得
13&23!

!

#

"

1

#

5

#

2

三点在以
3

为圆心#以
31

为半径
的圆上

!

理由$如图#由!

)

"知#

-

13&

-

23

#

/

/

)&

/

#!

又
.

/

#&

/

%

#

/

/

)&

/

%!

.15

是
/

012

的平分线#

又
/

315&

/

%"

/

*

#

/

351&

/

)"

/

1!

/

/

*&

/

1

#

/

/

315&

/

351

#

/31&35!

由!

)

"知#

13&23

#

/31&35&32!

/1

#

5

#

2

三点在以
3

为圆心#以
31

为半径的圆上
!

&!

!

)

"如图#分别作弦
01

和
02

的垂直平分线#

交点
7

即为所求的圆心
!

!

#

"连接
12

#

07

#

71

#

07

交
12

于点
3!

.

,

012

为等腰三角形#

/70

1

12!

.12&)'<6

#

/13&3<6!

.01&),<6

#

/03&'<6!

设该圆的半径为
=

#在
?@

,

173

中#

73&

!

=$

'

"

<6

#

/=

#

&3

#

"

!

=$'

"

#

#解得
=&

#1

%

!

<6

"#

/

该圆的半径
=

为#1
%

<6!

"!%

!Q0)E&RST=,

!

-

!前置诊断"

!!+

!

.

0

7

的半径
(&1

#且
97&*

#

/79

&

(

#

/

点
9

与
0

7

的位置关系是点
9

在
0

7

内
!

"!!

!

根据定义#点
9

到直线
>

的距离是线段
92

的长度
!

#!-

!

设点
2

到线段
01

的距离是
"!.12

1

02

#由勾股定理得
01& '

#

"3槡 #

&),

#

/'

,

012

&

)

#

01

(

"&

)

#

02

(

12

#即)

#

4

),

(

"&

)

#

4'43

#解得
"&*!3

#即点
2

到线
段
01

的距离是
*!3!

!变式训练"

!!-

!

若直线上一点到圆心的距离等于圆的半
径#则圆心到直线的距离小于或等于圆的半径#

此时直线和圆相交或相切
!

"!

相交
!

如图#过点
0

作
0,

1

12

于点
,

#交
35

于点
;

#

/0,412&02401

#

/0,&

%4*

1

&

)#

1

!

.3

#

5

分别是
02

#

01

的中点#

/35

.

12

#

35&

)

#

12&#!1

#

/0;&,;&

)

#

0,

#

/,;&)!#!.

以
35

为直径的圆半径为
)!#1

#大于
)!#

#

/

以
35

为直径的圆与
12

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

的

湖
南
教
育
出
版
社



!((

!!

位置关系是相交
!

#!

如图#作
23

1

01

于
3

#

.

/

021&0,=

#

02&),

#

12&#*

#

/01& 02

#

"12槡 #

&#'!

.

)

#

23

(

01&

)

#

02

(

12

#

/23&

),4#*

#'

&

)#,

)%

!

当圆心
7

与
2

重合时#

.73&

)#,

)%

$

'

#即圆心

7

到
01

的距离大于圆的半径#

/01

与
0

7

相离
!

!效果检测"

!!+

!

.

0

7

的半径大于圆心
7

到直线
>

的距离
直线

>

与
0

7

的位置关系是相交
!

"!!

!

如图#过
2

作
23

1

01

于
3!

由勾股定理得#

01& 02

#

"12槡 #

&)%

#由三角
形的面积公式得#

02412&01423

#

/14

)#&)%423

#

/23&

',

)%

$

13

)%

#

/

0

2

与
01

的
位置关系是相离

!

#!

相切或相交
$!%

-

(

-

1

!

在
?@

,

013

中#

01&*

#

03&%

#则
13& %

#

"*槡 *

&1!

由图可知
%

-

(

-

1!

%!

如图#延长
10

至
3

#使得
13&70

#连接
73!

在
,

702

与
,

317

中#

02&17

#

/

702&

/

317

#

70&31

(

)

*

#

/

,

702

2,

317

!

C+C

"#

/72&73

#

/

731&

/

072!

.07

1

72

#

/

/

731&0,=

#

.

0

7

与
12

相切#点
2

不是切点#

/72

$

半径#

/73

$

半径#

/

直线
01

与
0

7

的位置关系是相离
!

"!%

!Q0)E&RST=,

"

-

!前置诊断"

!!!

!

.

0

7

的直径是
),

#

/

0

7

的半径
(&1!

.

圆心
7

到直线
>

的距离
?&1

#

/(&?

#

/

直
线
>

和
0

7

的位置关系是相切
!

"!+

!

因为直线
>

与
0

7

只有一个公共点#所以
>

与
0

7

相切#因此
?&(

#即
?&%!

#!-

!

.01&02

#点
3

为
12

的中点#由等边对
等角与等腰三角形三线合一的性质可得#

/

103&

/

203

#

03

1

12

#

/

1&

/

2!

故
+

&

(

&

!

正确#

-

错误
!

!变式训练"

!!-

!

.01&*

#

0@&%

#

1@&1

#

/01

#

"0@

#

&

1@

#

#

/

,

10@

是直角三角形#且
/

10@&

0,=

#

/

直线
0@

是
0

7

的切线%

.

/

1&*1=

#

01&0@

#

/

/

@&*1=

#

/

/

10@&0,=

#

/

直线
0@

是
0

7

的切线%

.01

为直径#

/

/

120&

0,=

#

.

/

1&11=

#

/

/

102&%1=

#

/

/

10@

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

&

湖
南
教
育
出
版
社



!()

!!

/

102"

/

@02&0,=

#

/

直线
0@

是
0

7

的切
线%由

/

0@2&

/

1

#无法得出直线
0@

是
0

7

的切线
!

"!#,=

!

如图#连接
71!.90

#

91

是
0

7

的切线#

0

#

1

为切点#

/

/

709&

/

719&0,=!

而
/

9&

*,=

#

/

/

071&)3,=$

/

9&)*,=

#又
70&71

#

/

/

701&

/

710&

)3,=$*,=

#

&#,=!

#!

!

)

"

.20&23

#

/

3&%,=

#

/

/

0&

/

3&%,=!

如图#连接
72

#

.07&27

#

/

,

072

是等腰三角形#

/

/

027&

/

0&%,=

#

/

/

273&',=

#

/

/

327&)3,=$%,=$',=&0,=!

/23

是
0

7

的切线#即直线
23

与
0

7

相切
!

!

#

"如图#过点
0

作
05

1

23

#垂足为
5!

在
?@

,

273

中#

.

/

3&%,=

#

/73&#72&3

#

03&07"73&*"3&)#!

在
?@

,

035

中#

/

3&%,=

#

/

点
0

到
23

边的距离
05&

03

#

&'!

!效果检测"

!!-

!

垂直于半径的直线可能是圆的切线也有可
能是圆的割线#故选项

-

说法不正确
!

"!+

!

如图#连接
70!

.90

为
0

7

的切线#

0

为切点#

/

/

709&0,=!

.

/

9&%,=

#

71&70&%

#

/79&'

#故
19&'$%&%!

#!#2=

!

.90

切
0

7

于点
0

#

/

/

709&0,=!

.

/

9&%'=

#

/

/

079&1*=

#

/

/

1&#2=!

$!)

!

.01

为直径#

/

/

031&0,=!.

/

135&

',=

#

/

/

930&)3,=$0,=$',=&%,=

#

/

/

913 &

/

930 &%,=!.71 &73

#

/

/

731&

/

913&%,=

#

/

/

037&',=

#

/

735&0,=

#

/

,

037

为等边三角形#

93

为
0

7

的切线#

/03&70

#

/

073&',=

#

/

/

9&

%,=

#

/90&03&07&37!

在
?@

,

937

中#

93

#

"37

#

&97

#

#即!槡%"

#

"90

#

&

!

#90

"

#

#

解得
90&)!

%!

如图#连接
75

#

72!

.35

与
0

7

相切于点
5

#

/

/

752&0,=!

在
,

712

和
,

752

中#

71&75

21&25

72&

(

)

*

72

#

/

,

712

2,

752

!

CCC

"#

/

/

712&

/

752&0,=

#

/12

为
0

7

的切线
!

"!%

!Q0)E&RST=,

#

-

!前置诊断"

!!(

!

.

/

0&*1=

#

70&71

#

/

/

710&

/

701&

*1=

#

/

/

071&)3,=$*1=$*1=&0,=!.

点
2

是-
01

的中点#

/

/

172&

/

072&*1=!

"!(

!

.

/

021&0,=

#

/02& 01

#

$12槡 #

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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!)*

!!

),

#

$3槡 #

&'

!

<6

"

!.

点
2

在
0

0

上#

/

0

0

的半径为
'<6!

#!+

!

如图#连接
70

#

71!

.90

是圆
7

的切线
!/

/

709&0,=

#同理
/

719&0,=

#根据四边形内角和定理可得#

/

071&%',=$

/

709$

/

719$

/

9&%',=$

0,=$0,=$3,=&),,=

#

/

/

2&

)

#

/

071&1,=!

!变式训练"

!!!

!

.90

#

91

切
0

7

于
0

#

1

两点#

23

切
0

7

于点
5

#

/91&90&3

#

20&25

#

31&35

#

/

,

923

的周长
&92"23"93&92"

25"35"93&92"20"31"93&90"

91&)'!

"!

连接
70

#

79

#则
70

1

90!

根据题意可得#

20&25

#

35&31

#

90&91!.92"25"

35"93&)3<6

#

/92"20"31"93&

)3<6

#

/90&

)

#

4)3&0

!

<6

"

!.90

#

91

是

0

7

的切线#

/

/

097&

/

197&%,=!

在
?@

,

079

中#

97&#07

#故
70

#

"0

#

&

!

#07

"

#

#

解得
70&%槡%!

<6

"#故
0

7

的半径为
%槡%<6!

!效果检测"

!!+

!

.90

#

91

都是
0

7

的切线#

/90&91!

.

/

091&',=

#

/

,

901

是等边三角形#

/01&90&),!

"!-

!

.

0

7

内切于四边形
0123

#

/03"12&

01"23!.01&),

#

12&2

#

23&3

#

/03"

2&),"3

#解得
03&))!

#!#,

!

)*1=

!

2#!1=

!

.90

#

91

#

56

分别切
0

7

于
0

#

1

#

3

#

/90&91

#

05&53

#

36&16

#

/

,

956

的周长是
95"96"56&95"50"

96"16&90"91&#90&#,<6!

连接
75

#

.90

#

91

#

56

分别切
0

7

于
0

#

1

#

3

#

/

/

907&

/

917&0,=

#

/

570&

/

579

#

/

673&

/

671

#

/

/

071&%',=$0,=$

0,=$%1=&)*1=

#

/

/

576&

)

#

/

071&2#!1=!

$!11=

或
)#1=

!

如图#连接
70

#

71

#则
/

709&

/

719&0,=

#

/

/

170&)3,=$

/

9&)),=

#

/

/

051&

/

071&11=!.

四边形
0516

是
0

7

的内接
四边形#

/

/

061&)3,=$

/

051&)#1=!

!

当
2

点在优弧
01

上运动时#

/

120&

/

051&

11=

%

"

当
2

点在劣弧
01

上运动时#

/

120&

/

061&)#1=!

%!

!

)

"连接
75

#

.30

#

35

分别是
0

7

的切线#

/

/

703&

/

753&0,=

#

/

037&

/

735

#

/

/

073&

/

573!

同理可证$

/

172&

/

572!

/

/

372&

)

#

/

071&

)

#

4)3,=&0,=

#

即
72

1

73!

!

#

"

.03

#

32

#

12

均为
0

7

的切线#

/03&

53

#

12&25

#

75

1

23

#

/

/

753&

/

257&

0,=!.

/

375"

/

275&0,=

#

/

275"

/

725&

0,=

#

/

/

375&

/

725

#

/

,

357

3,

752

#

/

35

75

&

75

25

#

/75

#

&53

(

52

#

/75

#

&03

(

12&%'

#

/75&'

#

/71&75&'
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%
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%

%
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!)!

!!

"!%

!Q0)E&RST=,

$

-

!前置诊断"

!!(

!

角平分线上的点到角的两边的距离相等#

/95&93&%!

"!(

!

点
9

到
/

071

两边的距离相等#

/72

是

/

071

的平分线
!/

/

172&

)

#

/

071&#,=!

#!!

!

圆上的点到圆心的距离等于半径
!

$!-

!

过半径外端点且垂直于半径的直线是圆的
切线

!

!变式训练"

!!!

!/

2&)3,=$

/

0$

/

1&',=!

.5

#

6

分别是
12

#

02

与圆
7

相切的切点#

/

/

752&

/

762&0,=

#

/

/

576&%',=$

/

752$

/

762$

/

2&)#,=!

"!-

!

.

0

7

是
,

012

的内切圆#

/17

#

27

是角平分线
!

.

/

012"

/

021&)3,=$

/

0&)),=

#

/

/

712"

/

721&

)

#

!

/

012"

/

021

"

&11=

#

/

/

172&)3,=$

!

/

712"

/

721

"

&)#1=!

#!-

!

如图#连接
07

并延长#交
12

于点
3

#则点
3

为
0

7

与
12

的切点
!

法一$

.7

是等边三角形
012

的外心#

/71&

#73&#

#

/13& 17

#

$73槡 #

&槡%#

/12&

#槡%!

法二$设等边三角形
012

的边长为
)

#在直角
三角形

013

中#

.03& 01

#

$13槡 #

& )

#

$

)

! "

#槡 #

&

槡%
#

)

#

/'

,

012

&

)

#

12

(

03&

)

#

)4

槡%
#

)&

槡%
*

)

#

!

又
.'

,

012

&'

,

071

"'

,

072

"'

,

172

&

)

#

()"

)

#

()"

)

#

()&

%

#

)

#

/

槡%
*

)

#

&

%

#

)

#解得
)&

#槡%!

!效果检测"

!!!

!#

错#三角形的外心是三边垂直平分线的
交点#它到三角形三个顶点的距离相等

!

"!!

!

.

0

7

是
,

012

的内切圆#

/17

#

27

是角
平分线

!.

/

172&)#,=

#

/

/

)"

/

#&)3,=$

)#,=&',=

#

/

/

012"

/

021&#

!

/

)"

/

#

"

&

)#,=

#

/

/

0&)3,=$

!

/

012"

/

021

"

&',=!

#!!

!

.

/

A&#

/

356&),*=

#

/

/

0&%',=$

/

03A$

/

06A$

/

A&2'=!

$!+

!

由题意得#

05&06

#

16&13

#

23&25!

设
05&06&"

#

16&13&

#

#

23&25&/

#则
""

#

&)%

#

#

"/&)*

#

/""&0

(

)

* !

解得
"&*

#

#

&0

#

/&1

(

)

* !

%!*$#槡#!

'

,

012

&

)

#

02

(

12&3

#

01&

02

#

"12槡 #

&*槡#!

又因为
'

,

012

&

)

#

02

(

("

)

#

12

(

("

)

#

01

(

(

#

所以
#("#("#槡#(&3

#

解得
(&*$#槡#!

&!

槡%
%

!

如图#作
73

1

12

#连接
71

#

72!

由点
7

为等边三角形的内心得$

/

017&

/

217&

/

127&%,=

#所以
71&72

#点
3

为
12

的中
点#即

13&)!

设
73&(

#则
71&#(!

根据勾股定理得
)

#

"

(

#

&

!

#(

"

#

#解得
(&

槡%
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!)#

!!

"!&

!UV)WXYZ,

!

-

!前置诊断"

!!(

!

圆的周长计算公式是
2&#

$

(

#其中
(

是圆
的半径

!

"!(

!

在同圆中#相等的弧所对的圆心角相等#相
等的圆心角所对的弧相等

!

#!(

!

整个圆周的圆心角是
%',=

#

-

01

所对的圆心
角度数是

)#,=

#

-

01

所对圆心角是
%',=

的)

%

#所

以-
01

的长也是圆周长的)

%

!

!变式训练"

!!(

!

利用弧长公式
>&

.

$

(

)3,

可求得
!

"!!

!

由弧长公式
>&

.

$

(

)3,

知#

(&

)3,>

!

.

!

#!

*

%

$!

从开始到结束#点
1

经历了两次旋转#

1

点的路径是两段弧
!

第一次#点
1

绕点
2

顺时
针旋转

)#,

度
!

第二次#点
1

绕点
0

顺时针旋
转

)#,

度#故路径长度是)#,4

$

4)

)3,

4#&

*

%

$

!

!效果检测"

!!!

!

>&

.

$

(

)3,

&

',

$

40

)3,

&%

$

!

<6

"

!

"!(

!

将圆心角的度数和弧长代入公式
>&

.

$

(

)3,

即
可求得

!

#!(

!

设原弧长为.$=
)3,

#圆心角增加
)=

后的弧长为
!

.")

"

$

=

)3,

#增加的弧长为!

.")

"

$

=

)3,

$

.

$

=

)3,

&

$

=

)3,

!

$!!

!

乙虫走过的圆弧
021

的半径为)

#

01

#则

乙虫走过的半圆
021

的长为)

#

01

(

$

!

设甲
虫走过的四个小圆弧的半径分别为

)

#

%

#

*

#

?

#

则路径总长为
$

)"

$

%"

$

*"

$

?&

!

)"%"*"

?

"

$

&

)

#

01

(

$

!

%!

如图#连接
79!.90

#

91

为
0

7

的两条切线#

/

091&',=

#

/

/

709&

/

719&0,=

#

/

097&

/

197&%,=!.90&%槡%#

/70&%!

又
.

/

071&%',=$0,=$0,=$',=&)#,=

#

/

-

01

的长
>&

)#,

$

4%

)3,

&#

$

!

"!&

!UV)WXYZ,

"

-

!前置诊断"

!!!

!

圆的面积计算公式是
'&

$

(

#

#其中
(

是圆
的半径

!

"!-

!

整个圆周的圆心角是
%',=

#阴影部分的圆
心角度数是

',=

#阴影部分圆心角度数是
%',=

的)

'

#所以阴影部分的面积是圆面积的)

'

!

!变式训练"

!!!

!

'

扇形
&

.

$

(

#

%',

&

',

$

4'

#

%',

&'

$

<6

#

!

"!(

!

'

扇形
&

)

#

>(&

)

#

4#4%&%!

#!槡%$

$

%

!

阴影部分面积等于三角形
012

的面
积减去扇形

0,;

的面积
!

!效果检测"

!!-

!

'

扇形
&

0,

$

43

#

%',

&)'

$

!

<6

#

"

!

"!!

!

'

扇形
&

)

#

>(&

)

#

4%4*&'!

#!

如图#过点
7

作
72

1

01

#垂足为
2

#则
02&

12&#槡%<6!

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

湖
南
教
育
出
版
社



!)$

!!

.

/

071&)#,=

#

70&71

#

/

/

0&%,=

#

/07&#27!

在直角三角形
027

中#

02

#

"72

#

&07

#

#

/

!槡# %

"

#

"72

#

&

!

#27

"

#

#

/27&#<6

#

07&*<6!

'

扇形
701

&

)#,

$

4*

#

%',

&

)'

$

%

!

<6

#

"

!

$!

由-
23

的长度为
'

$

6

#

72&06

#得.$40

)3,

&'

$

#

得圆心角
/

071&)#,=!

所以阴影部分面积为

'

扇形
701

$'

扇形
723

&

)#,

$

4)#

#

%',

$

)#,

$

40

#

%',

&

#)

$

!

6

#

"

!

"!'

![\]X)E

!前置诊断"

!!!

!

六边形的内角和为!

'$#

"

4)3,=&2#,=!

"!-

!

0

#

1

#

2

#

3

是
0

7

的四等分点#则-

01&

-

12&

-

23&

-

30!

所以
01&12&23&30

#

/

0&

/

1&

/

2&

/

3&0,=!

又
0,=

圆周角所
对的弦是直径#所以

02

是
0

7

的直径
!

故四种
说法均正确

!

#!(

!

因为
,

012

是等边三角形#根据相等的弦
所对的弧相等&所对的圆心角相等#可知

+

&

!

正确
!

因为等边三角形同一边上的中线&高&角
平分线三线合一#所以点

7

既是外心也是内
心#

-

正确
!

/

072&)#,=

#所以
,

072

不是等
边三角形

!

!变式训练"

!!

我们可以先作出圆的六等分点#再顺次连接不
相邻的三个点#得到的便是圆内接正三角形

!

具
体作法如下!如图"$

!

)

"作半径为
#<6

的
0

7

%

!

#

"作出
0

7

的六等分点
0

#

1

#

2

#

3

#

5

#

6

%

!

%

"顺次连接不相邻的三点
0

#

2

#

5

#则
,

025

是半径为
#<6

的圆的内接正三角形
!

如图
#

#过点
7

作
7B

1

52

#垂足为
B

#

则
/

72B&%,=

#

/7B&

)

#

72&)<6

#

/2B& 72

#

$7B槡 #

&槡%<6

图
)

图
#

!效果检测"

!!+

!

设圆的半径为
)

#可求得内接正三角形的边
长为槡%)#内接正方形的边长为槡#)!

"!-

!

正多边形的一个外角等于
%,=

#则它的每一
个内角都为

)1,=!

设它的边数为
.

#则!

.$#

"

4

)3,=&.4)1,=

#解得
.&)#

#正十二边形的内角
和为

)3,,=!

#!!

!

正六边形两平行边间的距离为
)

#即圆心到

一条边的距离为)

#

#据此可求得其边长为槡%
%

!

$!),

!

圆内接正
.

边形每一条边所对的圆心角均
为%',=

.

#所以边数为
),!

%!

)'

0

$

$

*槡%
! "

%

<6

#

!

如图#阴影部分面积等于
扇形

701

的面积减去三角形
071

的面积
!

连
接

07

#

17

#过点
7

作
7B

1

01

于点
B

#

则
0B&

)

#

01&#<6

#

/

70B&%,=!

/07&#7B!

在
?@

,

07B

中#

07

#

&7B

#

"0B

#

#即!

#7B

"

#

&

7B

#

"*

#

解得
7B&

#

%

槡%<6

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

#
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!)%

!!

/07&

*

%

槡%<6

#

/'

,

071

&

)

#

01

(

7B&

*

%

槡%<6

#

!

.

/

071&)#,=

#

/'

扇形
701

&

)#,

$

(

槡* %

! "

%

#

%',

&

)'

0

$

!

<6

#

"#

/

阴影部分面积为)'

0

$

$

槡* %

! "

%

<6

#

!

@A^N_`

!变式训练"

!!

分析$题中的弦
01

#

23

都比圆
7

的直径小#所
以

01

和
23

可能在圆心的同侧#也可能在圆
心的异侧

!

解$分两种情况考虑
!

!

)

"当两条弦位于圆心
7

一侧时#如图
)

所示#

过
7

作
75

1

01

#交
01

于点
5

#交
23

于点
6

#

连接
70

#

72!

.01

.

23

#

/75

1

23

#

/5

#

6

分别为
01

#

23

的中点#

/05&15&

)

#

01&%<6

#

26&36&

)

#

23&*<6!

在
?@

,

276

中#

72&1<6

#

26&*<6

#

根据勾股定理得$

76&%<6!

在
?@

,

075

中#

70&1<6

#

05&%<6

#

根据勾股定理得$

75&*<6!

/56&75$76&*$%&)

!

<6

"

!

#

"当两条弦位于圆心
7

两侧时#如图
#

所示#

同理可得
56&75"76&*"%&2

!

<6

"

!

综上#弦
01

与
23

的距离为
2<6

或
)<6!

) #

反思$此题考查了垂径定理&勾股定理#利用了
分类讨论的思想#熟练掌握垂径定理是解本题
的关键

!

"!

分析$如图
)

#动点
9

到切线
12

的所有垂线段
中#哪条等于半径

92

. 此时
9

!

%

#

,

"#

+&)!

图
)

如图
#

#动点
9

到切线
32

的所有垂线段中#哪
条等于半径

92

. 此时
9

!

,

#

,

"#

+&*!

图
#

如图
%

#动点
9

到切线
03

的距离就是
90

#

90

与半径
92

相等#点
9

在
02

的垂直平分线上#

此时在
?@

,

927

中#

92&90

#

97&1$90

#

27&%

#由勾股定理解得
09&%!*

#所以
:9&

1!'

#

+&1!'!

图
%

解$若
0

9

与四边形
0123

的边相切时#有以
下三种情况$

!

当
0

9

与
12

相切于点
2

时#如图
*

#有
/

129&0,=!

又
/

127&*1=

#从而
/

729&

*1=

#得到
79&%

#此时
:9&:7$79&*$%&

)

#

+&)9!

图

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

*
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!)&

!!

"

当
0

9

与
23

相切于点
2

时#如图
1

#有
92

1

23

#即点
9

与点
7

重合#此时
:9&:7&*

#

+&

*9!

图
1

#

当
0

9

与
03

相切时#如图
'

#由题意得
/

307&0,=

#点
0

为切点
!

图
'

在
?@

,

927

中#设
90&92&(

#则
97&1$(

#

27&%

#于是有!

1$(

"

#

"%

#

&(

#

#解得
(&%G*

#

所以
:9&:0$90&0$%G*&1G'

#

+&1G'9!

/

运动时间
+

为
)9

或
*9

或
1!'9!

@A6BCD

一!选择题
!!(

!

直径是圆中最长的弦#所以
+

选项的说法
正确%在同圆或等圆中#长度相等的两条弧是等
弧#所以

(

选项的说法错误%面积相等的两个
圆的半径相等#则它们是等圆#所以

!

选项的
说法正确%半径相等的两个半圆是等弧#所以

-

选项的说法正确
!

"!(

!

.

0

7

的半径为
1<6

#点
0

到圆心
7

的距
离为

%<6

#即点
0

到圆心
7

的距离小于圆的半
径#

/

点
0

在
0

7

内
!

#!-

!

由题意可得#三个圆心角的和为
%',=!.

三
个圆心角的度数比为

)>#>%

#

/

最大的圆心
角度数为

%',=4

%

'

&)3,=!

$!(

!

.02

平分
/

103

#

/

/

102&

/

302

#

/12&23

#故
(

选项正确
!

%!+

!

.70&72

#

/

/

2&

/

702&%#=!.12

是
直径#

/

/

102&0,=

#

/

/

1&0,=$%#=&13=!

&!+

!

连接
70

#

.90

为
0

7

的切线#

0

为切点#

/

/

709&0,=!.

/

9&%,=

#

71&%

#

/70&

%

#则
79&'

#故
19&'$%&%!

'!+

!

.01&02

#

/

120&'1=

#

/

/

210&

/

120&'1=

#

/

0&1,=!.23

.

01

#

/

/

023&

/

0&1,=!

又
.

/

013 &

/

023 &1,=

#

/

/

312&

/

012$

/

013&)1=!

(!!

!

设
0

7

的半径为
(!

在
?@

,

037

中#

03&

1

#

73&($)

#

70&(

#则有
(

#

&1

#

"

!

($)

"

#

#解
得
(&)%

#

/

0

7

的直径为
#'

寸
!

)!(

!

.

/

123&%,=

#

/

/

173&',=!

/

阴影部分的面积是',4

$

4#

#

%',

&

#

$

%

!

!*!-

!

如图所示#连接
70

#

72!

作直线
76

1

01

于
5

#交
23

于
6

#

01

.

23

#则
56

1

23!

.75

1

01

#

76

1

23

#

/05&

)

#

01&3

#

26&

)

#

23&'

#

根据勾股定理#得
75& 07

#

$05槡 #

&'

#

76& 72

#

$26槡 #

&3

#所以当
01

和
23

在
圆心的同侧时#则

56&76$75&#

#当
01

和
23

在圆心的异侧时#则
56&76"

75&)*!

二!填空题
!!!',=

!

.70&71&%<6

#

01&%<6

#

/70&71&01

#

/

,

017

是等边三角形#且
/

071&',=!

!"!#

$!

根据题意#扇形的弧长为)#,$4%
)3,

&#

$

!

!#!)#1=

!

.

0

7

是
,

012

的内切圆#

/17

平分
/

012

#

27

平分
/

021

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

#
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!)'

!!

/

/

712&

)

#

/

012&%1=

#

/

721&

)

#

/

021&#,=

#

/

/

172&)3,=$

/

712$

/

721&)3,=$

%1=$#,=&)#1=!

!$!槡% %

!

如图#连接
71!.

六边形
012356

是

0

7

内接正六边形#

/

/

17,&

%',=

'4#

&%,=

#

/7,&71

(

<D9

/

17,&'4

槡%
#

槡&% %!

!%!

),

%

$!

如图#连接
73!.

/

1&1,=

#

/

/

073&#

/

1&),,=

#

/

-

03

的长为),,$4'

)3,

&

),

%

$

!

三!解答题
!&!

!

)

"在
,

725

中#

.

/

257&0,=

#

/

572&',=

#

72&#

#

/75&

)

#

72&)

#

/25&72

(

9:;

/

572&

槡%
#

72 槡& %!

.70

1

23

#

/25&35

#

/23 槡&# %!

!

#

"

.'

,

012

&

)

#

01

(

52&

)

#

槡 槡4*4%&#%

#

/'

阴影
&

)

#

$

4#

# 槡$# %&#

$ 槡$# %!

!'!

!

)

"

.

/

012

与
/

032

都是弧
02

所对的圆
周角#

/

/

032&

/

1&',=!

!

#

"

.01

是
0

7

的直径#

/

/

021&0,=

#

/

/

102&%,=!

/

/

105&

/

102"

/

502&%,="',=&

0,=

#即
10

1

05!

/05

是
0

7

的切线
!

!(!

!

)

"如图#连接
72

#

73

#

/72&73!

.93

#

92

是
0

7

的切线#

/93&92

#即
9

在
23

的垂直平分线上
!

.73&72

#

/79

1

23!

!

#

"

.70&73&72&71&#

#

/

/

037&

/

307&1,=

#

/

127&

/

217&2,=

#

/

/

073&3,=

#

/

172&*,=

#

/

/

273&',=

#

/

,

273

是等边三角形
!

由!

)

"知#

79

1

23

#

/

/

379&

/

279&%,=!

在
?@

,

739

中#

79&

73

<D9%,=

&

槡* %

%

!

!)!

!

)

"

.13

为
0

7

直径#

/

/

351&

/

361&0,=!

.

四边形
0123

是平行四边形#

/03

.

12

#

/

/

612"

/

361&)3,=

#

/

/

612&

/

361&

/

530&0,=

#

/

四边形
1536

为矩形
!

!

#

"直线
23

与
0

7

的位置关系是相切#

理由是$

.13

#

&15

(

12

#

/

13

15

&

12

13

!

.

/

513&

/

312

#

/

,

153

3,

132

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

#
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!)"

!!

/

/

132&

/

153&0,=

#

即
13

1

23

#

/23

与
0

7

相切
!

"*!

!

)

"

.90

是
0

7

的切线#

/70

1

90!

在
?@

,

079

中#

/

079&0,=$

/

097&

0,=$%,=&',=

#

/

/

029&

)

#

/

073&%,=!

.

/

097&%,=

#

/

/

029&

/

097

#

/

,

029

是等腰三角形
!

!

#

"

!

.

四边形
0713

是菱形#

/70&03&

73

#

/

/

079&',=

#

/

097&0,=$

/

079&

%,=

#

/79&#70

#

39&79&)<6!

"

.

四边形
0719

是正方形#

/

/

079&

*1=

#

/70&90&)<6

#

79 槡& #<6

#

/39&

79$73&

!槡#$)

"

<6!

第
#

章
!

投影与视图

#!!

!ab

!前置诊断"

!!+

"!

!

)

"

+

!

由于太阳距离地球很远#从太阳射到地
面的光线可以看成平行光线

!

!

#

"

(

!

由于路灯离地面很近#所以路灯发出的
光线可以看作由一个点向四周发出

!

#!

!

)

"

+

!

太阳光是平行光线#当物体与地面平行
时#太阳光下物体在地面的影子与原来的物体
形状&大小都一样

!

!

#

"

(

!

路灯的光线可以看作由一个点发出#当
物体与地面平行时#路灯下物体在地面的影子
形状和原来的物体一样#但比原来的物体大

!

!变式训练"

!!

!

)

"

!

#

"

!

%

"

"!

图
)

是中心投影%图
#

是平行投影#但不是正投
影%图

%

是平行投影#且是正投影
!

!效果检测"

!!

早上太阳光照射物体产生的影子较长#后逐渐
变短#到中午最短#到下午又逐渐变长

!

故可知
第二幅图是下午拍的

!

"!

!

)

" !

#

"

#!

如图#过路灯顶端与点
0

作射线#交地面于点
5

#则线段
15

是木棍
01

的影子%过路灯顶端
与点

2

作射线#交地面于点
6

#则线段
36

是木
棍
23

的影子
!

#!"

!QcdJEe&fYgh'

!前置诊断"

!!+

!

#!+

#!-

!

圆柱的侧面展开后是一个矩形#矩形的长
等于圆柱的底面圆周长#宽等于圆柱的高

!

所以
矩形的长为

#

$

4#&*

$

<6

#矩形的宽为
'<6!

!变式训练"

!!

侧面展开图为

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

$
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!)(

!!

'

侧
&

!

#!1"#")!1

"

4%&)3!

"!

圆锥的侧面展开图为扇形#这个扇形的弧长等
于圆锥底面的周长

#

$

(

#扇形的半径等于圆锥
的母线长

>

#根据扇形面积公式得到圆锥的侧
面积

'&

)

#

4#

$

(4>&

$

(>

#代入数据#

'&

$

4

14),&1,

$

!

<6

#

"

!

#!

由侧面展开图可知#正六棱柱的侧棱长为
%

#底
面是边长为

#

的正六边形#其侧面积
'

侧
&#4

'4%&%'!

正六棱柱的底面正六边形可以看作是由
'

个边
长为

#

的等边三角形组成#所以该正六边形的
面积为)

#

槡4#4#49:;',=4'&' %

#即正六棱

柱的一个底面面积
'

底 槡&' %!

故正六棱柱的表面积
'

表
&'

侧
"#'

底
&%'"

槡)# %

#体积
C&'

底(
- 槡 槡&' %4%&)3 %!

!效果检测"

!!2#

!

直棱柱的上下两个底面是边长为
#

的正方
形#侧面展开图是一个边长为

3

的正方形#它的
表面积为

#4#"#4#"343&2#!

"!0

!

圆锥的底面周长为
#

$

4'&)#

$

#所以圆锥
侧面展开图的弧长为

)#

$

!

设圆锥的母线长为
(

#则#*,

$

4(

)3,

&)#

$

#解得
(&0<6!

#!

因为底面半径为
(

#所以
01&#(!

由
/

091&

0,=

#

90&91

可求得母线长
>&90&槡#(!

所以圆锥的侧面积为
$

(>&

$

(

(槡#(&槡#$(#

#底
面积为

$

(

#

#所以表面积为槡#$(#

"

$

(

#

!

#!#

!1i',

!

-

!前置诊断"

!!+

!

当物体的某个面平行于投影面时#这个面
的正投影与该面的形状&大小完全相同

!

在第一

个正投影中#纸板
0123

平行于投影面#所以
第一个正投影的像与纸板

0123

的形状和大
小一样

!

"!+

!变式训练"

!!

!

)

"

!

#

"

"!

#!-

!效果检测"

!!

!

)

"

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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!))

!!

!

#

"

"!

如图所示

#!(

!

圆柱的主视图是矩形#圆锥的主视图是三
角形#球的主视图是圆#正方体的主视图是正
方形

!

$!!

!

从左面看#空心圆柱有内壁#但空心圆柱的
内壁看不见#要用虚线表示

!

#!#

!1i',

"

-

!前置诊断"

!!-

!

圆柱的主视图是矩形#俯视图是圆%圆锥的
主视图是三角形#俯视图是圆!含圆心"%直三棱
柱的主视图是矩形#俯视图是三角形%长方体的
主视图和俯视图都是矩形

!

!变式训练"

!!(

!

由俯视图和左视图均为矩形可知#该立体
图形是棱柱%由主视图为三角形可知#该立体图
形是三棱柱

!

"!!

!

结合三视图可知#该立体图形是两个圆柱
叠加

!

#!

从俯视图看共有三个正方形#说明下面一层共
有三个小正方体#主视图和左视图的上面一层
左边只有一个小正方形#说明上面一层只有一
个小正方体#所以此几何体共有

*

个小正方体
!

$!

!

)

"符合这个零件的几何体是直三棱柱
!

!

#

"如图所示#将三角形的顶点和高标上字母
!

.

,

012

是正三角形#

23

1

01

#

23&),

#

/02&

23

9:;',=

&

),

槡%
#

&

#,槡%
%

#

/

表面积
'&14

#,槡%
%

"

#,槡%
%

"

#,槡%
! "

%

"

#4

)

#

4

#,槡%
%

4),&

1,,槡%
%

!

侧面展开图如下$

!效果检测"

!!+

"!

这是一个空心圆柱#如图所示
!

#!(

!

由俯视图可知#最下面一层有
*

个棱长为
)

的正方体%结合主视图和左视图可知#第二层有
)

个棱长为
)

的正方体#所以总共有
1

个棱长
为

)

的正方体#体积为
1!

$!

根据该密封纸盒的三视图知道它是一个直六
棱柱

!

.

其高为
)#<6

#底面边长为
1<6

#

/

侧面积为
'414)#&%',

!

<6

#

"#

密封纸盒上&下底面的面积和为
)#4

)

#

41414

槡%
#

&21槡%!<6#

"#

/

表面积为
21槡! "

%"%',

<6

#

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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%

%
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%
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#**

!!

@A^N_`

!变式训练"

!!

分析$!

)

"由于点
0

在地上的影子为点
2

#所以
光线沿直线

02

的方向#太阳光是平行光线#射
在

35

上的光线与
02

平行#由此可画出
35

在太阳光下的影子
56!

!

#

"根据
01

.

35

#

02

.

36

#可得
,

012

3

,

356

#所以01

35

&

12

56

#由此可求
35

的长
!

解$!

)

"如图所示#

56

即为所求
!

!

#

"由题意可得$

01

.

35

#

02

.

36

#

/

,

012

3,

356

#

/

01

35

&

12

56

#

/

1

%

&

35

'

#

解得$

35&),

#

答$

35

的长为
),6!

"!

分析$已知母线长
>

和底面半径
(

#圆锥的表面
积
'

表面
&'

侧面
"'

底面
&

$

(>"

$

(

#

!

解$

'

表面
&

$

(>"

$

>

#

&

$

414),"

$

41

#

&1,

$

"

#1

$

&21

$

!

<6

#

"

!

反思$圆锥的侧面展开图是扇形#扇形的弧长等
于圆锥底面圆的周长#扇形的半径长等于圆锥
的母线长

!

#!+

!

结合几何体发现#从主视方向看到上面有
一个正方形#下面有三个正方形#故选

+!

反思$解答此题的关键是掌握三视图的画法#知
道主视图是由主视方向看到的平面图形#俯视
图是从俯视方向看到的图形#侧视图是从侧视
方向看到的图形

!

$!(

!

从主视图知#该物体是一个立体图形叠加
在另外一个立体图形上面#分别确定两个立体

图形即可
!

将三视图上下分离开来#容易知道#

上面的立体图形是圆柱#下面的立体图形是长
方体

!

%!

分析$解决这个问题分两步走
!

第一步#确定几
何体的形状和大小

!

俯视图为正六边形#主视图
和左视图都是矩形#可得到此几何体为直六棱
柱#其底面边长是

#<6

#高是
%<6!

第二步#计算几何体的侧面积
!

直六棱柱的侧面
展开图是矩形#矩形的长是六棱柱的底面周长#

矩形的宽是六棱柱的高#所以直六棱柱的侧面
积等于底面周长乘以高

!

解$由三视图可知#几何体为直六棱柱
!

直六棱
柱的底面边长是

#<6

#高是
%<6!

所以其底面周长
2&#4'&)#

!

<6

"#

所以侧面积
'

侧面
&)#4%&%'

!

<6

#

"

!

@A6BCD

一!选择题
!!+

!

主视图是从正面看得到的视图
!

从正面看
上边是一个三角形#下边是一个矩形

!

"!+

!

正方形木板在地面上的投影可能是平行四
边形&矩形&正方形#不可能是梯形

!

#!!

!

小亮从
0

走到路灯正下方的过程中#影子
逐渐变短%从路灯正下方走到

1

的过程中#影
子逐渐变长

!

所以他在地上的影子先变短后
变长

!

$!!

!

碗从正面看是 #注意两侧是曲线#

不是线段
!

%!!

!

由主视图可知#长方体的高为
%

%结合主视
图和俯视图可知#俯视图中正方形的对角线长
为

#槡##所以长方体底面正方形的边长为
#

#其
面积为

*

#所以长方体的体积为
)#!

&!(

!

从俯视图可以看出几何体的下面部分为长
方体#上面部分为圆柱#且与下面的长方体的宽
度相同

!

只有
(

满足这两点
!

'!+

!

由俯视图知#底层有
%

个小正方体#结合主
视图和左视图知#第二层有

)

个小正方体#

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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#*!

!!

有
*

个小正方体
!

(!(

!

+

&

!

&

-

选项的左视图都是等腰三角形#

(

选项左视图是矩形
!

)!!

!*!-

!

该物体是两个长方体叠放在一起形成的
!

二!填空题
!!!*

!

从正面看有
*

个小正方形#平面图形面积
是

*4)4)&*!

!"!

$

或
*

$!

圆柱的侧面展开图是矩形#本题未说
明矩形的哪条边是圆柱的底面圆展开所得#所
以圆柱的底面圆周长为

#

$

或
*

$

#可求得其半
径为

)

或
#

#底面积为
$

或
*

$

!

!#!)'")#

$!

由三视图可知#这个几何体是底面
半径为

#

&高为
*

的半个圆柱#其表面由上下
两个半径为

#

的半圆#底面半径为
#

#高为
*

的圆柱侧面的一半以及边长为
*

的正方形组
成#其面积分别为

#

$

#

#

$

#

3

$

和
)'

#则该几何
体的表面积是

)'")#

$

!

!$!)1

$!

圆锥的高为
*<6

#底面圆的半径为
%<6

#

所以圆锥的母线长为
%

#

"*槡 #

&1

!

<6

"#

所以此圆锥的侧面积是
$

(

%

(

1&)1

$

!

<6

#

"

!

三!解答题
!%!

如图所示
!

!&!

由三视图可知$该几何体是一个长&宽&高分别
为

*

&

%

&

#

的长方体在上底面中间挖去一个直
径为

#

的半圆柱
!

!'!

侧面展开图为$

'

侧
&

!

#!1"#")!1

"

4%&)3!

!(!

!

)

"根据主视图和左视图为矩形判断出是柱
体#根据俯视图是圆可判断出这个几何体是
圆柱

!

!

#

"

'

侧
&#

$

4)4%&'

$

!

!)!

!

)

"

'

!

#*

!

#

"如图所示$

"*!

!

)

"圆锥的表面积为
$

(

#

#

"

$

(

#

(

*&)#

$

!

<6

#

"%

!

#

"圆锥的侧面积为0,(

$

(

'

#

%',

&0

$

!

<6

#

"%

!

%

"设圆锥的母线长为
=

#

根据题意得
$

(

%

(

=&)1

$

#解得
=&1

#

所以圆锥的高为
1

#

$%槡 #

&*!

第
$

章
!

概率

$!!

!jklm)no*,

!

-

!前置诊断"

!!!

!

#,%1

年北京的天气是不确定的#可能会下
雪#也可能不会下雪#现在是无法确定的

!

"!-

!

掷一枚均匀的骰子#只可能出现点数
)

#

#

#

%

#

*

#

1

#

'

中的一种#不可能出现点数为
2

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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#*#

!!

情况
!

#!

!"#!

买一张福利彩票#开奖时有可能中奖#

也有可能不中奖%抛一枚硬币#着地后有可能正
面朝上#也有可能反面朝上%从装有

1

个红球&

#

个黄球的盒子中任意取出一个球#有可能是黄
球#有可能是红球%掷两枚正方体骰子#出现的
点数之和最小是

#!

!变式训练"

!!!

!

掷一枚均匀的硬币#有两种可能的结
果///正面朝上或者反面朝上#所以正面朝上
或反面朝上是必然事件%同时#掷一枚均匀的
硬币不可能同时出现正面朝上和反面朝上#所
以

-

选项属于不可能事件#而
+

#

(

选项都属于
随机事件

!

"!

必然事件为!

%

"%不可能事件为!

1

"%确定性事件
为!

%

"!

1

"%随机事件为!

)

"!

#

"!

*

"!

'

"

!

!效果检测"

!!!

!

经过两点画一条直线#过平面内任意三点
画一个圆都是确定的#它们是必然事件%两直线
平行#内错角不相等也是确定的#它不可能发
生#所以它是不可能事件%后天下雨可能发生#

也可能不发生#它是随机事件
!

"!!

!

掷一枚均匀的硬币#出现正面朝上或反面
朝上是随机的

!

在连续投掷
),

次都出现正面朝
上的情况下#第

))

次出现反面朝上也是有可能
的#所以它是随机事件

!

#!

必然事件为!

)

"!

%

"!

'

"%不可能事件为!

#

"%随机
事件为!

*

"!

1

"

!

$!!

!jklm)no*,

"

-

!前置诊断"

!!(

!

掷一枚硬币#落地后有可能正面朝上#也有
可能反面朝上#它是随机事件

!

掷一枚正方体骰
子#出现的点数只可能是

)

#

#

#

%

#

*

#

1

#

'

之中的
一种#出现的点数小于

2

#它是必然事件
!

打开

电视机#可能正播放广告#也可能没播放广告#

它是随机事件
!

从一副扑克牌中任意抽取一张#

有可能抽出的是梅花
1

#也有可能不是梅花
1

#

它是随机事件
!

"!+

!

红球的个数比白球多#所以摸到红球的可
能性大

!

#!!

!

由于硬币是均匀的#没有理由说明哪个面
朝上的可能性更大#所以二者的可能性是一样
大的

!

!变式训练"

!!-

!

从袋中取出一个红球是随机事件#并不足
以判定袋中哪种球多#因为

+

#

(

#

!

三种情况都
有可能

F

"!(

!

事件)取出
)

红
#

白*和事件)取出
#

红
)

白*都有两种可能#事件)取出
)

红
)

白
)

蓝*有
*

种可能#而事件)

)

蓝
#

白*只有
)

种可能#所
以其发生的可能性最小

!

!效果检测"

!!-

!

购买彩票是否中奖是随机的#每张彩票中
奖的可能性大小是相同的#买得越多中奖的可
能性就越大

!

"!!

!

掷一枚均匀的骰子#)点数为奇数*有
%

种
可能的结果#)点数大于

#

*有
*

种可能的结果#

)点数小于
%

*有
#

种可能的结果#)点数为偶
数*有

%

种可能的结果
!

因为事物本身的属性#

每种可能的结果发生机会均等#故)点数小于
%

*发生的可能性最小
!

#!9

!

%

"

$

9

!

*

"

!

八个扇形区域#

%

所在的区域有
%

个#

*

所在的区域只有
#

个#故
9

!

%

"

$

9

!

*

"

!

$!

填表如下$

随机事件 所有可能的情况

和为
2

!

)

#

'

"#!

#

#

1

"#!

%

#

*

"#

!

*

#

%

"#!

1

#

#

"#!

'

#

)

"

和为
0

!

%

#

'

"#!

*

#

1

"#!

1

#

*

"#!

'

#

%

"

这个游戏不公平#因为)和为
2

*的情况有
'

种

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

#
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#*$

!!

而)和为
0

*的情况只有
*

种#甲方赢的可能性
更大

!

事件发生的可能性大并不代表事件一定
发生#事件发生的可能性小也不代表一定不发
生#所以赢的可能性大的一方也不一定会赢

!

$!"

!pqrstu

!

!

"

!前置诊断"

!!+

!

掷一枚均匀的硬币#)正面朝上*和)反面朝
上*的可能性是一样大的#很自然地用)

#

表示
其可能性的大小

!

"!(

!

由于这些球只有颜色外不同#随机摸出每
一个球的可能性是一样大的

!

同时#很自然地用
)

'

表示摸到任意一个球的可能性大小#故摸到

一个黄球的可能性大小为#

'

&

)

%

!

#!+

!

由于转盘被均匀地分成
'

份#其中阴影部
分占了

%

份#指针指向阴影部分的可能性大小
为%

'

&

)

#

!

!变式训练"

!!!

!

大于
#

的有
%

&

*

&

1

#共
%

个#故所求概率
为%

1

!

"!

)

*

!

根据矩形的性质#矩形中由对角线分成的
四个三角形均为同底等高的三角形#故其面积
相等

!

易知阴影部分的面积为矩形面积的)

*

#

故飞镖落在阴影区域的概率为)

*

!

!效果检测"

!!(

!

)

到
0

中偶数有
*

个#取到偶数的概率
为*

0

!

"!+

!

白色的小正方形有
)#

个#能构成轴对称图
形的情况有

#

种#

故使图中阴影部分的图形构成一个轴对称图

形的概率是#

)#

&

)

'

!

#!

#

1

!

根据三角形两边之和大于第三边#两边之
和小于第三边知#能钉成三角形相框的有
),<6

#

)#<6

长的木棒
!

故能钉成三角形相框
的概率为#

1

!

$!

)2

%'

!

设正方形的
0123

的边长为
)

#则
16&

)

#

12&

)

#

)

#

0;&;,&,2&

槡#
%

)

#

/

阴影部

分的面积为槡#
%

! "

)

#

"

)

#

! "

)

#

&

)2

%'

)

#

#故小鸟

在花圃上的概率为)2
%'

!

$!"

!pqrstu

!

"

"

!前置诊断"

!!-

!

掷两枚均匀的骰子#每一枚出现的点数都
是

)

#

#

#

%

#

*

#

1

#

'

中的一种#故
9

不可能是
)*!

"!!

!

三个学生都有可能不被选中担任班级数学
课代表#共

%

种情况#故共有
%

种不同的选法
!

#!(

!

四个人分成两组的情况有!

01

#

23

"#!

02

#

13

"#!

03

#

12

"#共
%

不同的分法
!

!变式训练"

!!

!

)

"根据题意列表如下$

) # % *

)

!

)

#

#

" !

)

#

%

" !

)

#

*

"

#

!

#

#

)

" !

#

#

%

" !

#

#

*

"

%

!

%

#

)

" !

%

#

#

" !

%

#

*

"

*

!

*

#

)

" !

*

#

#

" !

*

#

%

"

由以上表格可知$有
)#

种可能结果
!

!

#

"在!

)

"中的
)#

种可能结果中#两个数字之积
为奇数的只有

#

种#

所以
9

!两个数字之积是奇数"

&

#

)#

&

)

'

!

"!

!

)

"根据题意列表如下

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

$

湖
南
教
育
出
版
社



#*%

!!

) # % *

)

!

)

#

)

" !

)

#

#

" !

)

#

%

" !

)

#

*

"

#

!

#

#

)

" !

#

#

#

" !

#

#

%

" !

#

#

*

"

%

!

%

#

)

" !

%

#

#

" !

%

#

%

" !

%

#

*

"

*

!

*

#

)

" !

*

#

#

" !

*

#

%

" !

*

#

*

"

由以上表格可知$有
)'

种可能结果%

!

#

"在!

)

"中的
)'

种可能结果中#两个数字之积
为奇数的只有

*

种#

所以
9

!两个数字之积是奇数"

&

*

)'

&

)

*

!

!效果检测"

!!

)

'

!

)

$

,

#

%

'

,

时#直线
#

&)""%

不经过第四
象限#列表如下$

$# $) ) #

$#

!

$)

#

$#

" !

)

#

$#

"!

#

#

$#

"

$)

!

$#

#

$)

" !

)

#

$)

"!

#

#

$)

"

)

!

$#

#

)

" !

$)

#

)

" !

#

#

)

"

#

!

$#

#

#

" !

$)

#

#

" !

)

#

#

"

所有等可能的情况有
)#

种#其中直线
#

&)""

%

不经过第四象限情况数有
#

种#

则
9&

#

)#

&

)

'

!

"!

2

)1

!

根据题意列表得$

) # % * 1

'

!

)

#

'

" !

#

#

'

" !

%

#

'

" !

*

#

'

" !

1

#

'

"

2

!

)

#

2

" !

#

#

2

" !

%

#

2

" !

*

#

2

" !

1

#

2

"

3

!

)

#

3

" !

#

#

3

" !

%

#

3

" !

*

#

3

" !

1

#

3

"

0

!

)

#

0

" !

#

#

0

" !

%

#

0

" !

*

#

0

" !

1

#

0

"

),

!

)

#

),

"!

#

#

),

"!

%

#

),

"!

*

#

),

"!

1

#

),

"

))

!

)

#

))

"!

#

#

))

"!

%

#

))

"!

*

#

))

"!

1

#

))

"

所有等可能的结果为
%,

种#其中是
%

的倍数的
有

)*

种#则
9&

)*

%,

&

2

)1

!

#!

列表得$

!!!!!

!!!!

第
)

次
!

结果
第

#

次
!!!!

) # % *

) # % * 1

# % * 1 '

% * 1 ' 2

* 1 ' 2 3

/9

!数字之和为奇数"

&

3

)'

&

)

#

#

9

!数字之和

为偶数"

&

3

)'

&

)

#

#

!!

/9

!数字之和为奇数"

&9

!数字之和为偶数"#

/

这个游戏对双方公平
!

$!"

!pqrstu

!

#

"

!前置诊断"

!!-

!

可以通过列举法得到
'

条的路线#也可以
利用简单的乘法原理#

#4%&'

!条"

!

"!-

!

可以通过列举法得到
)#

种不同的取法#但
不是使用的列表法%也可以利用简单的乘法原
理#

#4%4#&)#

!种"

!

#!(

!

甲&乙两名学生到书店购书的情况有!

0

#

0

"#!

0

#

1

"#!

1

#

1

"#!

1

#

0

"!前者为甲#后者为
乙"#而在不同书店购书的情况有

#

种#所以其
概率为#

*

&

)

#

!

!变式训练"

!!

!

)

"分别用
)

#

#

#

%

表示)石头*&)剪刀*&)布*三
种手势

!

画树状图得$

.

共有
#2

种等可能的结果#一次比赛中三人不
分胜负有

0

种情况

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

#
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#*&

!!

/

一次比赛中三人不分胜负的概率是0

#2

&

)

%

!

!

#

"

.

比赛中一人胜#二人负的有
0

种情况#

/

比赛中一人胜#二人负的概率是0

#2

&

)

%

!

"!

!

)

"画树状图得$

.

共有
*

种等可能的结果#两次传球后#球恰在
1

手中只有
)

种情况#

/

两次传球后#球恰在
1

手中的概率为)

*

!

!

#

"画树状图得$

.

共有
3

种等可能的结果#三次传球后#球恰在
0

手中有
#

种情况#球恰在
1

手中有
%

种情况#

球恰在
2

手中有
%

种情况#

/

三次传球后#球恰在
0

手中的概率为#

3

&

)

*

#球恰在
1

手中的概率为%

3

#球恰在
2

手中

的概率为%

3

#

/

球在
1

或
2

手中的可能性更大
!

!效果检测"

!!-

!

+

错误#小明还有可能是平%

(

错误#小明

胜的概率是)

%

#输的概率也是)

%

%

!

错误#两人

出相同手势的概率为)

%

%

-

正确#小明胜的概

率和小亮胜的概率一样#都是)

%

!

"!!

!

画树状图得$

共有
)'

种等可能的结果#其中两次抽取的卡片
上数字之积为偶数的结果数为

)#

#

所以两次抽取的卡片上数字之积为偶数的概率
为)#
)'

&

%

*

!

#!

公平
!

画树状图得$

共有
)'

种等可能的结果#其中两次数字之和为
奇数的结果数为

3

#两次数字之和为偶数的结
果数为

3

#所以小明胜的概率为3

)'

&

)

#

#小亮胜

的概率为3

)'

&

)

#

#所以这个游戏公平
!

$!

!

)

"画树状图得$

所以甲&乙两人选择同一部电影的概率为
#

*

&

)

#

!

!

#

"画树状图得$

共有
3

种等可能的结果#其中甲&乙&丙三人选
择同一部电影的结果数为

#

#

所以甲&乙&丙三人选择同一部电影的概率为
#

3

&

)

*

!

%!

列树状图得$

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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#*'

!!

!

)

"三辆车全部直行的情况有
)

种#所以概率
是)

#2

%

!

#

"两辆车向右转#一辆车向左转的情况有
%

种#所以概率是%

#2

&

)

0

%

!

%

"至少有两辆车向左转的情况有
2

种#所以概
率是2

#2

!

$!#

!?vqwtpq

!前置诊断"

!!!

!

掷硬币
),

次出现正面朝上的频数是
'

#所
以正面朝上的频率为'

),

&,!'!

"!(

!

掷一枚均匀的硬币
),,

次#)正面朝上*的
次数是

*1

#则)反面朝上*的次数是
11

#故)反面
朝上*的频率为

,!11!

#!+

!

概率是随机事件固有的属性#它不随试验
次数的变化而改变

!

掷一枚均匀的硬币#只有正
面朝上&反面朝上两种等可能的结果#因此正面
朝上的概率为)

#

!

!变式训练"

!!

!

)

"

)&)0,,E#,,,&,!01

#

%&#31,E%,,,&

,!01!

!

#

"观察发现$随着大量重复试验#发芽频率逐
渐稳定到常数

,!01

附近#所以该麦种的发芽概
率约为

,!01!

!

%

"

),,4,!01432H&3#!'1

!

I

J

"

!

"!

"#!

抛掷一枚均匀的硬币#因为)正面朝上*

的概率是
,!1

#所以抛掷该硬币
),,

次时#大约
有

1,

次)正面朝上*#

!

结论错误%一个不透明
的袋子里装有

*

个黑球#

)

个白球#这些球除了
颜色外无其他差别#从中随机摸出一个球#恰好
是白球的概率是)

)"*

&,!#

#

"

结论正确%在同
一条件下#随着射击次数的增加#某运动员)射

中
0

环以上*的频率总是在
,!31

附近摆动#可
以估计该运动员)射中

0

环以上*的概率是
,!

31

#

#

结论正确
!

!效果检测"

!!,!0,

!

由击中靶心频率在
,!0,

上下波动知#该
射手击中靶心的概率的估计值是

,!0,!

"!)1

!

设白球有
"

个#

.

摸到红色球的频率稳定
在

,!#1

左右#

/

摸到红色球的概率为
,!#1

#

/

1

""1

&

)

*

#解得
"&)1

#即白球有
)1

个
!

#!)

!

.

经过大量重复投掷试验#发现小石子落在
不规则区域的频率稳定在常数

,!#1

附近#

/

小
石子落在不规则区域的概率为

,!#1!.

正方形
的边长为

#6

#

/

面积为
*6

#

!

设不规则部分的
面积为

'

#则'

*

&,!#1

#得
'&)

!

6

#

"

!

$!

!

)

"当
.

很大时#摸到白球的频率将会接近
,!'!

!

#

"因为当
.

很大时#摸到白球的频率将会接近

,!'

#所以摸到白球的概率是%

1

#摸到黑球的概

率是#

1

!

!

%

"因为摸到白球的概率是%

1

#摸到黑球的概

率是#

1

#所以口袋中白球有
#,4

%

1

&)#

!个"#

黑球有
#,4

#

1

&3

!个"

!

@A^N_`

!变式训练"

!!(

!

必然事件就是一定发生的事件#依据定义
即能判断出#

+

是随机事件#

(

是必然事件#

!

是不可能事件#

-

是不可能事件
!

本题主要考查随机事件#解决本题需要正确理
解必然事件&不可能事件&随机事件的概念

!

必
然事件指在一定条件下一定发生的事件

!

不可
能事件指在一定条件下#一定不发生的事件

!

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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#*"

!!

机事件指在一定条件下#可能发生也可能不发
生的事件

!

"!

分析$列表得出所有等可能的情况数#找出两次
都摸到红球的情况数#即可求出所求的概率

!

解$列表如下
!

红 红 白 黑

红
$

!红#红" !白#红" !黑#红"

红!红#红"

$

!白#红" !黑#红"

白!红#白" !红#白"

$

!黑#白"

黑!红#黑" !红#黑" !白#黑"

$

所有等可能的情况有
)#

种#其中两次都摸到红球
有
#

种可能#则
9

!两次摸到红球"

&

#

)#

&

)

'

!

点评$此题考查的是用列表法或树状图法求概
率

!

列表法可以不重复不遗漏地列出所有可能
的结果#适合于两步完成的事件%树状图法适合
两步或两步以上完成的事件

!

解题时要注意是
放回试验还是不放回试验

!

用到的知识点为$概
率等于所求情况数与总情况数之比

!

#!

%

3

!

本题是一个几何概型问题#试验包含的所
有事件对应的图形是整个圆#而满足条件的事
件对应的是阴影部分#由几何概型概率公式得
到

9&

阴影部分的面积
整个圆的面积&

%

3

!

$!!

!

用频率估计概率#得到试验的概率在
,!*

左右#再分别计算出四个选项中的概率#然后进
行判断

!

掷一个质地均匀的骰子#向上的点数是
'

的概
率为)

'

#

+

不符合题意%抛一枚硬币#出现正面

的概率为)

#

#

(

不符合题意%不透明的袋子里
有

#

个红球和
%

个黄球#除颜色外都相同#从中
任取一球是红球的概率是#

1

#

!

符合题意%三
张扑克牌#分别是

%

#

1

#

1

#背面朝上洗匀后#随

机抽出一张是
1

的概率为#

%

#

-

不符合题意
!

%!(

!

根据概率公式分别计算出各选项中甲获胜
和乙获胜的概率#然后比较两概率的大小判断
游戏的公平性

!

+F

甲获胜的概率为#

1

#乙获胜的概率为%

1

#而
#

1

&

%

1

#所以游戏规则对双方不公平#所以
+

选项错误%

(F

甲获胜的概率为1,

),,

&

)

#

#乙获胜的概率为
1,

),,

&

)

#

#所以游戏规则对双方公平#所以
(

选
项正确%

!F

甲获胜的概率为%

'

&

)

#

#乙获胜的概率为
#

'

&

)

%

#而)

#

$

)

%

#所以游戏规则对双方不公
平#所以

!

选项错误%

-F

甲获胜的概率为*

),

#乙获胜的概率为'

),

#所
以游戏规则对双方不公平#所以

-

选项错误
!

判断游戏公平性需要先计算每个事件的概率#

然后比较概率的大小#概率相等就公平#否则就
不公平

!

@A6BCD

一!选择题
!!+

!

不可能事件发生的概率为
,

#所以
+

选项
正确%随机事件发生的概率在

,

与
)

之间#所以
(

选项错误%概率很小的事件不是不可能发生#

而是发生的机会较小#所以
!

选项错误%投掷
一枚质地均匀的硬币

#,,,,

次#正面朝上的次
数可能为

),,,,

次#所以
-

选项错误
!

"!(

!

画树状图得$

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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%
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!!

.

共有
0

种等可能的结果#小强获胜的情况数
是

%

种#

/

小强获胜的概率是%

0

&

)

%

#故选
(!

#!-

!

袋中装有大小和质地都相同的
%

个红球和
#

个黄球#从中随机取一个#取到红球的概率为
%

1

#

+

不符合题意%掷一枚质地均匀的正方体

骰子#向上的点数是偶数的概率为)

#

#

(

不符
合题意%先后两次掷一枚质地均匀的硬币#两次
都出现反面的概率为)

*

#

!

不符合题意%先后
两次掷一枚质地均匀的正方体骰子#向上的点
数之和是

2

或超过
0

的概率为)

%

#

-

符合题意
!

$!!

!

任意掷一枚质地均匀的硬币
),

次#可能有
1

次正面向上#

+

错误%天气预报说)明天的降
水概率为

*,H

*#表示明天有
*,H

的可能降雨#

(

错误%)篮球队员在罚球线上投篮一次#投中*

为随机事件#

!

正确%)

)

是实数#

"

)

"'

,

*是必
然事件#

-

项错误
!

%!+

!

如图#连接
90

#

91

#

79

%

则
'

半圆
7

&

$

(

)

#

#

&

$

#

#

'

,

019

&

)

#

4#4)&)

#

由题意得#图中阴影部分的面积为
*

!

'

半圆
7

$

'

,

019

"

&*

$

#

! "

$) &#

$

$*

#

/

米粒落在阴影部分的概率为#

$

$*

*

&

$

$#

#

#

故选
+!

&!+

!

由题可得#一共有
0,

种情况#其中两个球
都是红球的有

#,

种情况#因此摸出的两球都是
红球的概率是#,

0,

&

#

0

!

'!(

!

如图#将
1

球射向桌面的任意一边#使一次
反弹后击中

0

球#可以瞄准的点有
#

个#故
1

球一次反弹后击中
0

球的概率是#

2

!

(!+

!

根据题意得.

%,".

&,!*

#解得$

.&#,!

二!填空题
)!*

!

根据题意得#""

1""

&

#

%

#解得
"&*!

!*!

%

*

!

根据题意#从
*

根细木棒中任取
%

根#有
#

&

%

&

*

%

%

&

*

&

1

%

#

&

%

&

1

%

#

&

*

&

1

共四种取法#而能
搭成一个三角形的有

#

&

%

&

*

%

%

&

*

&

1

%

#

#

*

#

1

共
三种%故其概率为%

*

!

!!!

#

2

!

任选一个字母#这个字母为)

9

*的概率为
*

)*

&

#

2

!

!"!,!0

!

大量重复试验的情况下#频率的稳定值
可以作为概率的估计值#即试验次数越多的频
率越接近于概率#

/

这种幼树移植成活率的概
率约为

,!0!

!#!

)

)%

!

根据题意#

01

#

&05

#

"15

#

&)%

#

/'

正方形
0123

&)%!.

,

015

2,

126

#

/05&

16&%!.15&#

#

/56&)

#

/'

正方形
56DB

&)

#

故飞镖扎在小正方形内的概率为)

)%

!

三!解答题
!$!

!

)

"

#,

!

)3

!

.

被调查的总人数为
'E)#H&1,

#

/

最喜欢娱乐类节目的有
1,$

!

'")1"0

"

&

#,

#

"H&

0

1,

4),,H&)3H

#即
"&)3!

!

#

"补全的条形图如下$

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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!!

!

%

"估计该校最喜欢娱乐类节目的学生有

)3,,4

#,

1,

&2#,

!人"

!

*

"画树状图得$

.

共有
)#

种等可能的结果#同时选中甲&乙两
同学的情况有

#

种#

/

同时选中甲&乙两同学的概率为#

)#

&

)

'

!

!%!

!

)

"画树状图得$

共有
)#

种等可能的结果#分别是!

)

#

#

"#!

)

#

%

"#!

)

#

*

"#!

#

#

)

"#!

#

#

%

"#!

#

#

*

"#!

%

#

)

"#!

%

#

#

"#

!

%

#

*

"#!

*

#

)

"#!

*

#

#

"#!

*

#

%

"

!

!

#

"

.

在所有
)#

种等可能结果中#在函数
#

&

"")

的图象上的有!

)

#

#

"#!

#

#

%

"#!

%

#

*

"这
%

种结果#

/

点
,

!

"

#

#

"在函数
#

&"")

的图象上的概
率为%

)#

&

)

*

!

!&!

不公平#理由如下$列表得
!

) # %

# )

#

# #

#

# %

#

#

% )

#

% #

#

% %

#

%

* )

#

* #

#

* %

#

*

由表可知#共有
0

种等可能的结果#其中数字
之和为

%

的倍数的结果有
%

种#数字之和为
*

的倍数的结果有
#

种#则甲获胜的概率为
%

0

&

)

%

#乙获胜的概率为#

0

!.

)

%

#

#

0

#

/

这
个游戏对甲&乙双方不公平

!

xyz{|6BCD

一!选择题
!F!

!

"F+

!

#F(

!

$F-

!

%F(

!

&F!

!

'F!

!

(F(

)F(

!

!*F!

二!填空题

!!!

#

&

#

1

"

#

$

'

1

"$*

!

!"!)#,=

!

!#!,!1

!$!

)

)3

!

!%!*

!

!&!

小于
1,=

!

!'!槡1 %

!

*1=

!

!(!1,

!

!)!

#

&$#"

#

"*"

!

"*!

!#%

三!解答题
"!!

!

)

"如图连接
02

#过
3

点作
02

的平行线与
地面交于点

6

#则
56

为
35

在阳光下的
投影

!

!

#

"由01

12

&

35

56

#可求得
35&2!16!

""!

所有可能的结果为
)")&#

#

)"#&%

#

)"%&*

#

#")&%

#

#"#&*

#

#"%&1

#

%")&*

#

%"#&1

#

%"%&'!

!

#

"共有
0

种结果#每种结果的可能性相同#和
为偶数的结果有

1

种#和为奇数的结果有
*

种
!

所以
9

!小明获胜"

&

1

0

#

9

!小虎获胜"

&

*

0

!

这个游戏不公平
!

"#!

!

)

"

.

/

)&

/

2

#

/

9&

/

2

#

/

/

9&

/

)

#

/21

.

93!

!

#

"

.

/

9&

/

2

#

9:;9&

%

1

#

/9:;2&

%

1

!

.23

1

01

#

12&),

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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#!*

!!

/

在
?@

,

152

中#

9:;2&

15

12

&

15

),

&

%

1

#

/15&'!

如图#连接
02

#

/

021&0,=

#

,

012

3,

215

#

12

01

&

15

12

#

),

01

&

'

),

#得
01&

1,

%

!

即
0

7

的直径为1,
%

#

"$!

!

)

"如图#连接
27

#则
07&17&27!

.

/

502&

/

207

#

/

/

027&

/

502

#

/05

.

72

#

/

/

723&

/

053&0,=

#

/53

是圆
7

的切线
!

!

#

"

.05

.

72

#

/

,

327

3,

350

#

/

27

50

&

37

30

&

13"17

13"01

#

即%

#*

1

&

13"%

13"'

#解之得
13&#!

由
/

502&

/

201

#

/

5&

/

021

得
,

502

3,

201

#

/

05

02

&

02

01

#即
02

#

&01

(

05&

)**

1

!

在
?@

,

012

中#由勾股定理#得
12&

01

#

$02槡 #

& %'$

)**槡1

&

'

1

槡1!

"%!

!

)

"销售量关于销售价格的函数关系式为

:&$

)

#

""),

!

3

&

"

&

#,

"#

销售利润关于销售价格的函数关系式为

#

&$

)

#

"

#

")*"$0,

!

3

&

"

&

#,

"

!

!

#

"交点坐标为!

),

#

,

"#!

)3

#

,

"#价格控制范围
是

),

-

"

-

)3!

!

%

"要使企业尽快脱贫#应使每月利润最大
!

.

#

&$

)

#

"

#

")*"$0,&$

)

#

!

"$)*

"

#

"3!

/

当
"&)*

时#月利润最大#此时月利润为
3

万元
!

设要经过
.

个月脱贫#则
3.$3,$%#

'

,

#

解之得
.

'

)*!

所以企业最快可在
)*

个月后脱贫
!

"&!

!

)

"一元二次方程
"

#

$&""

!

&$#

"

&,

的根
的判别式为
&

&

!

$&

"

#

$*

!

&$#

"

&

!

&$#

"

#

"*

$

,

#

/

一元二次方程
"

#

$&""

!

&$#

"

&,

有两个
不相等的实数根

!

/

抛物线与
"

轴有两个交点
!

!

#

"由
,

012

为直角三角形#可知
/

021

为
直角#从而可证

,

072

3,

271!

/72

#

&07

(

17

#

/

!

&$#

"

#

&

"

"

)"

(

"

"

#"

#

即!

&$#

"

#

&$

!

&$#

"#

解得$

&&#

或
&&)!

经检验
&&#

不合题意#舍去
!

/

抛物线的解析式为
#

&"

#

$"$)!

!

%

"

32

是
0

,

的切线#证明略

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%

%
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